Задания контрольной работы 

Задание 1. 

Для изготовления различных изделий А, и В предприятие использует три различных вида сырья. Нормы расхода сырья на производство одного изделия каждого вида, цена одного изделия А,  и В, а также общее количество сырья каждого вида, которое может быть использовано предприятием, приведены в табл. .

	
	Вариант 1 

Вид сырья
	Нормы затрат сырья (кг) на одно изделие
	Общее количество сырья (кг) bi

	
	
	А
	В
	

	
	I

II

III
	2 

3

5
	5 

4

3
	432 

424

582

	
	Цена одного изделия (руб.) сj
	34
	50
	

	
	
	
	




Задание 2.
На три базы поступил однородный груз в количествах a1, a2, a3. Груз требуется перевезти в четыре пункта в объеме b1, b2, b3, b4. Спланировать перевозки так, чтобы их общая стоимость была минимальной, весь груз был вывезен. Матрица тарифов сij , запасы и потребности указаны в таблице.

Вариант 1 

	      Пункты

Базы
	В1
	В2
	В3
	В4
	запасы

	А1
	1
	2
	3
	4
	60

	А2
	4
	3
	2
	0
	80

	А3
	0
	2
	2
	1
	100

	потребности
	40
	60
	80
	60
	


Задание 3. 
 Техническое устройство, состоящее из трех узлов, работало в течение некоторого времени t. За это время первый узел оказывается неисправным с вероятностью р1, второй – с вероятностью р2, третий – с вероятностью р3. Найти вероятность того, что за время работы: а) все узлы оставались исправными; б) все узлы вышли из строя; в) только один узел стал неисправным; г) хотя бы один узел стал неисправным (см. исходные данные в таблице).

	вариант
	p1
	p2
	p3

	1
	0,4
	0,5
	0,7


Задание 4.
По линии связи могут быть переданы символы А, В, С. Вероятность передачи символа А равна p1; символа В – p2; символа С – p3. Вероятности искажения при передаче символов А, В, С равны соответственно q1; q2; q3. Установлено, что сигнал из двух символов принят без искажения. Чему равна вероятность, что передавался сигнал АВ?

	вариант
	p1
	p2
	p3
	q1
	q2
	q3

	1
	0,5
	0,4
	0,1
	0,01
	0,07
	0,03


Задание 5.
 Найти вероятность того, что в n независимых испытаниях событие появится: а) ровно k раз; б) не менее k раз; в) не более k раз; г) хотя бы один раз, если в каждом испытании вероятность появления этого события равна р (см. исходные данные в таблице).

	вариант
	n
	k
	p

	1
	10
	2
	0,5


Задание  6.
 Дана плотность распределения f(x) случайной величины Х. Найти параметр а, функцию распределения случайной величины, математическое ожидание М[Х], дисперсию D[X], построить график функции распределения F(x).
                           [image: image1.png]f(x)
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Задание 7.

 Найти вероятность попадания в заданный интервал 
[image: image2.wmf](
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 нормально распределенной случайной величины, если известны ее математическое ожидание а и среднее квадратическое отклонение 
[image: image3.wmf]s

 (см. исходные данные в таблице).

	вариант
	α
	β
	a
	

	1
	10
	20
	7
	6


Пример 1. 
Для изготовления различных изделий А, В и С предприятие использует три различных вида сырья. Нормы расхода сырья на производство одного изделия каждого вида, цена одного изделия А, В и С, а также общее количество сырья каждого вида, которое может быть использовано предприятием, приведены в табл. 1.
Таблица 1
	Вид сырья
	Нормы затрат сырья (кг) на одно изделие
	Общее количество сырья (кг) bi

	
	А
	В
	С
	

	I

II

III
	18 

6

5
	15 

4

3
	12 

8

3
	360 

192

180

	Цена одного изделия (руб.) сj
	9
	10
	16
	


Изделия А, В и С могут производиться в любых соотношениях (сбыт обеспечен), но производство ограничено выделенным предприятию сырьем каждого вида.

Составить план производства изделий, при котором общая стоимость всей произведенной предприятием продукции является максимальной.
Решение. Составим математическую модель задачи. Искомый выпуск изделий А обозначим через x1, изделий В – через [image: image4.png]


, изделий С – через [image: image5.png]


. Поскольку имеются ограничения на выделенный предприятию фонд сырья каждого вида, переменные [image: image6.png]X1 X2, X3



должны удовлетворять следующей системе неравенств:
[image: image7.png]123 +15x; +12x3 <360,
6, + dr, +82, <102,
55+ 30 +3x; <130



(1)

Общая стоимость произведенной предприятием продукции при условии выпуска x1 изделий А, [image: image8.png]


изделий В и [image: image9.png]


изделий С составляет
[image: image10.png]F=0x +10x; +16 13



(2)

По своему экономическому содержанию переменные [image: image11.png]X1 X2, X3



могут принимать только лишь неотрицательные значения:
[image: image12.png]X1, X3, %3 2 0.



(3)

Таким образом, приходим к следующей математической задаче: среди всех неотрицательных решений системы неравенств (1) требуется найти такое, при котором функция (2) принимает максимальное значение.

Запишем эту задачу в форме основной задачи линейного программирования. Для этого перейдем от ограничений-неравенств к ограничениям-равенствам. Введем три дополнительные переменные, в результате чего ограничения запишутся в виде системы уравнений
[image: image13.png]18 +157y +1223 + x¢ =360,
6x,+ dx; + 83, + 15 =192
511 +3xg + 32 + x5 =180





Преобразованную систему уравнений запишем в векторной форме:
[image: image14.png]R+ 0P+ R+ xR v xsPi+ xF = Ry,




где 
[image: image15.png]



Поскольку среди векторов [image: image16.png]R PR PR, PF



имеются три единичных, базисных вектора, для данной задачи можно непосредственно записать опорный план. Таковым является план Х=(0; 0; 0; 360; 192; 180), определяемый системой трехмерных единичных векторов [image: image17.png]R, PP



которые образуют базис трехмерного векторного пространства.

Составляем симплексную таблицу подсчитываем значения [image: image18.png]


и проверяем исходный опорный план на оптимальность:
[image: image19.png]R=(C.R)=0.2=(C R) =0, =(C. A) =0,z
B =0-0= 9z cy T0-10= 10,35 ¢





Для векторов базиса [image: image20.png]



Таблица 2
	i
	Базис
	Сб
	P0
	9
	10
	16
	0
	0
	0

	
	
	
	
	P1
	P2
	Р3
	P 4
	Р5
	P6

	1

2

3

4
	P4 
р5 

p6
	0

0

0
	360 

192 

180 

0
	18 

6 

5 

-9
	15 

4 

3 

-10
	12 
8 
3 

-16
	1 

0 

0 

0
	0 

1 

0 

0
	0 
0 

1 

0


Как видно из таблицы 2, значения всех основных переменных [image: image21.png]X1 X2, X3



равны нулю, а дополнительные переменные принимают свои значения в соответствии с ограничениями задачи. Эти значения переменных отвечают такому “плану”, при котором ничего не производится, сырье не используется и значение целевой функции равно нулю (т. е. стоимость произведенной продукции отсутствует). Этот план, конечно, не является оптимальным. Это видно и из 4-й строки табл. 2, так как в ней имеется три отрицательных числа: [image: image22.png]zy-cp = 9,z3-¢y = -10



и [image: image23.png]z;-c3




Отрицательные числа не только свидетельствуют о возможности увеличения общей стоимости производимой продукции, но и показывают, на сколько увеличится эта сумма при введении в план единицы того или другого вида продукции.

Так, число – 9 означает, что при включении в план производства одного изделия А обеспечивается увеличение выпуска продукции на 9 руб. Если включить в план производства по одному изделию В и С, то общая стоимость изготовляемой продукции возрастет соответственно на 10 и 16 руб. Поэтому с экономической точки зрения наиболее целесообразным является включение в план производства изделий С. Это же необходимо сделать и на основании формального признака симплексного метода, поскольку максимальное по абсолютной величине отрицательное число [image: image24.png]


стоит в 4-й строке столбца вектора Р3. Следовательно, в базис введем вектор Р3. определяем вектор, подлежащий исключению из базиса. Для этого находим [image: image25.png]=
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Следовательно, вектор Р5 подлежит исключению из базиса. 
Таблица 3
	i
	Базис
	Сб
	Р0
	9
	10
	16
	0
	0
	0

	
	
	
	
	P1
	P2
	P3
	p4
	p5
	Р6

	1 

2 

3 

4
	P4 

p3 

p6
	0 
16 

0
	72 

24

108

384
	9 

3/4 

11/4

3
	9 
1/2 

3/2 

-2
	0 
1 

0 

0
	1 

0 

0 

0
	-3/2 

1/8

-3/8 

2
	0 

0 

1 

0


Сначала заполняем строку вектора, вновь введенного в базис, т. е. строку 2. Элементы этой строки табл. 3 получаются из соответствующих элементов таблицы 2 делением их на разрешающий элемент (т. е. на 8). И далее пересчитываем таблицу методом Гаусса. Вычисляем оценки в 4 строке.

По окончании расчета всех элементов табл. 3 в ней получены новый опорный план и коэффициенты разложения векторов [image: image26.png]


через базисные векторы P4, P3, P6 и значения [image: image27.png]


и [image: image28.png]


. Как видно из этой таблицы, новым опорным планом задачи является план X=(0; 0; 24; 72; 0; 108). При данном плане производства изготовляется 24 изделия С и остается неиспользованным 72 кг сырья 1 вида и 108 кг сырья III вида. Стоимость всей производимой при этом плане продукции равна 384 руб. Указанные числа записаны в столбце вектора Р0 табл. 3. 

Найденный план задачи не является оптимальным. Это видно и из 4-й строки табл. 3, поскольку в столбце вектора P2 этой строки стоит отрицательное число – 2. Значит, в базис следует ввести вектор P2, т. е. в новом плане следует предусмотреть выпуск изделий В. При определении возможного числа изготовления изделий В следует учитывать имеющееся количество сырья каждого вида, а именно: возможный выпуск изделий В определяется [image: image29.png]


для [image: image30.png]af >0



, т. е. находим
[image: image31.png]g
)

51 3

[72 24-2 108 z] 72




Следовательно, исключению из базиса подлежит вектор Р4. Число 9 является разрешающим элементом.
Таблица 4
	i
	Базис
	Сб
	P0
	9
	10
	16
	0
	0
	0

	
	
	
	
	P1
	P2
	P3
	p4
	p5
	Р6

	1

2 

3 

4
	P2 

P3 

Р6
	10 

16 

0
	8 

20

96

400
	1 

1/4

5/4 

5
	1 

0 

0 

0
	0

1 
0 

0
	1/9 

-1/18 

-1/6 

2/9
	-1/6

5/24 

-1/8 

5/3
	0 

0 

1 

0


Пересчитываем таблицу 4 аналогично таблице 3 методом Гаусса. Вычисляем оценки в 4 строке.

Проверяем, является ли данный опорный план оптимальным или нет. Для этого рассмотрим 4-ю строку, табл. 8. В этой строке среди чисел [image: image32.png]


нет отрицательных. Это означает, что найденный опорный план является оптимальным и [image: image33.png]



Следовательно, план выпуска продукции, включающий изготовление 8 изделий В и 20 изделий С, является оптимальным. При данном плане выпуска изделий полностью используется сырье I и II видов и остается неиспользованным 96 кг сырья III вида, а стоимость производимой продукции равна 400 руб.

Оптимальным планом производства продукции не предусматривается изготовление изделий А. Введение в план выпуска продукции изделий вида А привело бы к уменьшению указанной общей стоимости. Это видно из 4-й строки столбца вектора P1, где число 5 показывает, что при данном плане включение в него выпуска единицы изделия А приводит лишь к уменьшению общей величины стоимости на 5 руб.
Пример 2.
На три базы поступил однородный груз в количествах a1, a2, a3. Груз требуется перевезти в пять пунктов в объеме b1, b2, b3, b4 , b5. Спланировать перевозки так, чтобы их общая стоимость была минимальной, весь груз был вывезен. Матрица тарифов сij , запасы и потребности указаны в таблице 1.

Таблица 1

	      Пункты

Базы
	В1
	В2
	В3
	В4
	В5
	запасы

	А1
	11
	4
	15
	7
	2
	350

	А2
	20
	9
	7
	14
	5
	350

	А3
	18
	10
	3
	8
	6
	300

	потребности
	180
	220
	230
	270
	100
	1000


Составим опорный план методом минимального элемента. Начнем с ячейки с наименьшим тарифом =2. Следим, чтоб сумма груза по строкам соответствовала запасам, а по столбцам – потребностям. 

Таблица 2

	      Пункты

Базы
	В1
	В2
	В3
	В4
	В5
	запасы
	αi

	А1
	11       
	4       220        
	15
	7        30
	2      100
	350
	0

	А2
	20     180
	9
	7
	14     170 
	5
	350
	7

	А3
	18
	10
	3       230
	8         70
	6
	300
	1

	потребности
	180
	220
	230
	270
	100
	1000
	

	βj
	13
	4
	2
	7
	2
	
	


Расставим потенциалы по заполненным ячейкам по правилу сij= αi+ βj. Затем вычислим оценки для незаполненных ячеек. Ωij=сij- (αi+ βj).

Ω11= -2, Ω13= 13, Ω22= -2, Ω23= -2, Ω25= -4,  Ω31= 4, Ω32= 5, Ω35= 3.

План не оптимален, т.к. есть отрицательные оценки. Перераспределим груз в ячейку с номеров 25. Для этого составим цикл с ячейкой 25 и другими заполненными чередуем знаки + - начиная с + в 25 ячейке: 25+, 24-, 14+, 15-. Min(100, 170)=100  - объем перемещаемого груза. Получим таблицу:

Таблица 3

	      Пункты

Базы
	В1
	В2
	В3
	В4
	В5
	запасы
	αi

	А1
	11       
	4       220        
	15
	7       130
	2      
	350
	0

	А2
	20     180
	9
	7
	14     70 
	5      100
	350
	7

	А3
	18
	10
	3       230
	8         70
	6
	300
	1

	потребности
	180
	220
	230
	270
	100
	1000
	

	βj
	13
	4
	2
	7
	-2
	
	


Расставим потенциалы по заполненным ячейкам по правилу сij= αi+ βj. Затем вычислим оценки для незаполненных ячеек. Ωij=сij- (αi+ βj).

Ω11= -2, Ω13= 6, Ω15= 4, Ω22= -2, Ω23= -2, Ω31= 4, Ω32= 5, Ω35= 7.

План не оптимален, т.к. есть отрицательные оценки. Перераспределим груз в ячейку с номеров 23. Для этого составим цикл с ячейкой 23 и другими заполненными чередуем знаки + - начиная с + в 23 ячейке: 25+, 24-, 34+, 33-. Min(230, 70)=70  - объем перемещаемого груза. Получим таблицу:

Таблица 4

	      Пункты

Базы
	В1
	В2
	В3
	В4
	В5
	запасы
	αi

	А1
	11       
	4       220        
	15
	7       130
	2      
	350
	0

	А2
	20     180
	9
	7       70
	14     
	5      100
	350
	5

	А3
	18
	10
	3       160
	8       140
	6
	300
	1

	потребности
	180
	220
	230
	270
	100
	1000
	

	βj
	15
	4
	2
	7
	0
	
	


Расставим потенциалы по заполненным ячейкам по правилу сij= αi+ βj. Затем вычислим оценки для незаполненных ячеек. Ωij=сij- (αi+ βj).

Ω11= -4, Ω13= 11, Ω15= 2, Ω22= 0, Ω24= 2, Ω31= 2, Ω32= 5, Ω35= 6.

План не оптимален, т.к. есть отрицательные оценки. Перераспределим груз в ячейку с номеров 11. Для этого составим цикл с ячейкой 11 и другими заполненными чередуем знаки + - начиная с + в 11 ячейке: 11+, 14-, 34+, 33- , 23+, 21-. Min(130, 180, 160)=130  - объем перемещаемого груза. Получим таблицу:

Таблица 5

	      Пункты

Базы
	В1
	В2
	В3
	В4
	В5
	запасы
	αi

	А1
	11     130
	4       220        
	15
	7       
	2      
	350
	0

	А2
	20     50
	9
	7       200
	14     
	5      100
	350
	9

	А3
	18
	10
	3       30
	8       270
	6
	300
	5

	потребности
	180
	220
	230
	270
	100
	1000
	

	βj
	11
	4
	-2
	3
	-4
	
	


Расставим потенциалы по заполненным ячейкам по правилу сij= αi+ βj. Затем вычислим оценки для незаполненных ячеек. Ωij=сij- (αi+ βj).

Ω13= 17, Ω14= 4, Ω15= 6, Ω22= -4, Ω24= 2, Ω31= 2, Ω32= 9, Ω35= 5.

План не оптимален, т.к. есть отрицательные оценки. Перераспределим груз в ячейку с номеров 22. Для этого составим цикл с ячейкой 22 и другими заполненными чередуем знаки + - начиная с + в 22 ячейке: 22+, 21-, 11+, 12- . Min(220, 50)=50  - объем перемещаемого груза. Получим таблицу:

Таблица 6

	      Пункты

Базы
	В1
	В2
	В3
	В4
	В5
	запасы
	αi

	А1
	11     180
	4       170        
	15
	7       
	2      
	350
	0

	А2
	20     
	9      50
	7       200
	14     
	5      100
	350
	5

	А3
	18
	10
	3       30
	8       270
	6
	300
	1

	потребности
	180
	220
	230
	270
	100
	1000
	

	βj
	11
	4
	2
	7
	0
	
	


Расставим потенциалы по заполненным ячейкам по правилу сij= αi+ βj. Затем вычислим оценки для незаполненных ячеек. Ωij=сij- (αi+ βj).

Ω13= 13, Ω14= 0, Ω15= 2, Ω21= 4, Ω24= 2, Ω31= 6, Ω32= 5, Ω35= 5.

План оптимален, т.к. нет отрицательных оценок. 
Пример 3. 
 Техническое устройство, состоящее из трех узлов, работало в течение некоторого времени t. За это время первый узел оказывается неисправным с вероятностью р1, второй – с вероятностью р2, третий – с вероятностью р3. Найти вероятность того, что за время работы: а) все узлы оставались исправными; б) все узлы вышли из строя; в) только один узел стал неисправным; г) хотя бы один узел стал неисправным (см. исходные данные в таблице).
p​​1=0,4       p2=0,6      p3=0,9
Пусть событие А означает, что первый узел оказался неисправным, В оказался неисправным второй узел и С – оказался неисправным третий узел, тогда 
[image: image34.wmf]А

 - первый узел был исправен в промежуток времени t, 
[image: image35.wmf]В

 - был исправен второй узел, 
[image: image36.wmf]С

 - был исправен третий узел.

а) Пусть событие D означает, что все узлы оставались исправными, тогда 
[image: image37.wmf]C

B
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. Поэтому , учитывая независимость событий 
[image: image38.wmf]А

, 
[image: image39.wmf]В

 и 
[image: image40.wmf]С

, по теореме умножения вероятностей имеем:
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б) Пусть событие Е – все узлы вышли из строя, тогда:
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в) Пусть событие F – только один узел стал неисправным, тогда:

[image: image43.wmf]C
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События 
[image: image44.wmf]C
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,

 несовместные. Поэтому, применяя теорему сложения вероятностей несовместимых событий, получим:

[image: image45.wmf](
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г) Пусть событие D1 – хотя бы один узел стал неисправным, тогда:

[image: image48.wmf](
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[image: image49.wmf]976
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Пример 4.
По линии связи могут быть переданы символы А, В, С. Вероятность передачи символа А равна 0,5; символа В – 0,3; символа С – 0,2. Вероятности искажения при передаче символов А, В, С равны соответственно 0,01; 0,03; 0,07. Установлено, что сигнал из двух символов принят без искажения. Чему равна вероятность, что передавался сигнал АВ?
Пусть событие А – передача символа А, событие В – передача символа В, событие С – передача символа С, событие 
[image: image50.wmf]А

¢

 - искажение при передаче символа А, событие 
[image: image51.wmf]В

¢

 и 
[image: image52.wmf]С

¢

 - искажения при передаче символов В и С соответственно.

По условию вероятности этих событий равны:
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Если события 
[image: image59.wmf]A

¢

, 
[image: image60.wmf]B

¢

 и 
[image: image61.wmf]C

¢

 - искажения при передаче символов, то события 
[image: image62.wmf]A
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, 
[image: image63.wmf]B
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 и 
[image: image64.wmf]C

¢

 - отсутствие искажений при передаче. Их вероятности:
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Обозначим через D событие, состоящее в том, что были переданы два символа без искажений.

Можно выдвинуть следующие гипотезы:
Н1 – переданы символы АА,

Н2 – символы АВ,

Н3 – символы ВА,

Н4 – символы АС,

Н5 – символы СА,

Н6 – символы ВВ,

Н7 – символы ВС,

Н8 – символы СВ,

Н9 – символы СС.
Вероятности этих гипотез:
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Условные вероятности события D если имела место одна из гипотез будут:
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По формуле Бейеса вычислим условную вероятность 
[image: image77.wmf](
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 с учетом появления события Р:
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Пример 5.
 Найти вероятность того, что в n независимых испытаниях событие появится: а) ровно k раз; б) не менее k раз; в) не более k раз; г) хотя бы один раз, если в каждом испытании вероятность появления этого события равна р (см. исходные данные в таблице).
	n=5
	k=4
	p=0,8


Так как число испытаний невелико, то для вычисления искомой вероятности воспользуемся формулой Бернулли:
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, где
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число сочетаний из п элементов по k, q=1-p. В рассматриваемом случае:

а) вероятность появления события ровно 4 раза в 5 испытаниях:
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б) вероятность появления события не менее 4 раз в 5 испытаниях:
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в) вероятность появления события не более 4 раз в 5 испытаниях:
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г) вероятность появления события хотя бы один раз в 5 испытаниях:
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Пример  6.
 Дана плотность распределения f(x) случайной величины Х. Найти параметр а, функцию распределения случайной величины, математическое ожидание М[Х], дисперсию D[X],  построить график функции распределения F(x).
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Для определения параметра а воспользуемся основным свойством плотности распределения:
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 плотность распределения равна нулю, то интеграл примет вид: 
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Функция распределения связана с функцией плотности соотношением:
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Откуда получим: 
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Математическое ожидание 
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 определим по формулам:
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Пример 7.

 Найти вероятность попадания в заданный интервал 
[image: image99.wmf](
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 нормально распределенной случайной величины, если известны ее математическое ожидание а и среднее квадратическое отклонение 
[image: image100.wmf]s

 (см. исходные данные в таблице).
	 = 10
	 = 22
	 a = 8
	 = 6


Для определения искомой вероятности воспользуемся формулой:
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Здесь 
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 - функция Лапласа, значения которой определяются по таблице. Учитывая, что функция Ф(х) нечетная, получим:
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