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1 ТЕОРИЯ МНОЖЕСТВ 
 
1.1 Множества и операции над ними 
 

1.1.1 Понятие множества 

Теория множеств опирается на три первичных понятия:  
        1) множество; 
        2) элемент; 
        3) принадлежность. 

Строгого определения этим понятиям не дается, описывает-
ся только их применение. Для этих понятий используются обо-
значения: « Aa ∈ » – элемент а принадлежит множеству А; 
« Ac∉ » − элемент с не принадлежит множеству А. 

 Говоря о некотором множестве, мы требуем его: 
1) целостности, т.е. возможности рассматривать его как от-

дельный объект; 
2) различимости его элементов; 
3) неупорядоченности элементов. 
Поэтому записи },{ ba  и },{ ab определяют одно и то же 

множество. 
        

1.1.2 Способы задания множеств 

Множество можно задать, перечислив  все  его  элементы: 
},,{ cbaA = , }8,6,3,1{−=B .  Порядок записи элементов множе-

ства произволен. Часто задают множество, указав его характе-
ристическое свойство, которое для каждого элемента позволяет 
выяснить, принадлежит он множеству или нет. 

Например,  

xxB {=  – целый корень уравнения }012 23 =+− xx , 

xxxC ,71{ ≤≤−= – целое}. 

В дальнейшем для известных числовых множеств будут ис-
пользоваться обозначения: 

Ν = { 1,2,3,…} – множество натуральных чисел; 
Z = { …, –2,–1,0,1,2,…} – множество целых чисел; 
Q – множество рациональных чисел; 
R – множество действительных чисел. 
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1.1.3 Основные определения 

Пустым множеством называется множество ∅, не содер-
жащее ни одного элемента, т.е. для любого элемента  x  выпол-
няется ∉x  ∅. 

Универсальным называется множество U всех элементов, 
рассматриваемых в данной задаче. 

Пример.  
Пусть U = Z и требуется найти все решения уравнения 

22 =x . Множество М решений этой задачи есть пустое множе-
ство: М = ∅.  

Пусть теперь U = R. Тогда множество М решений уравне-

ния 22 =x  не пусто: М = }2,2{− . 
Будем говорить, что множество А включается во множест-

во В )( BA ⊆ , если каждый элемент множества  А является эле-
ментом множества В ( говорят также, что А является подмноже-
ством множества В). Из определения включения следуют свой-
ства: 

1) AA ⊆  для любого множества А; 
2) Если BA ⊆  и CB ⊆ , то CA ⊆ ; 
3) ∅ A⊆  для любого множества А; 
4) ⊆A U  для любого множества А. 
Подмножество BA ⊆  называется собственным подмноже-

ством множества В ( BA ⊂  – строгое включение), если А не 
пусто и не совпадает с В. Например, имеют место строгие вклю-
чения: N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R. 

Определим понятие равенства множеств: А=В тогда и 
только тогда, когда одновременно выполняются два включения  

BA ⊆  и AB ⊆ , т.е. каждый элемент множества А является 
элементом множества В и каждый элемент множества В являет-
ся элементом множества А: 

⎩
⎨
⎧

∈⇒∈∀
∈⇒∈∀

⇔=
.

,

AxBx

BxAx
BA  

Свойства равенства множеств: 
1) для любого А справедливо А=A; 
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2) если А=В, то и В=A; 
3) если А=В и В=C, то A=C. 
 
1.1.4  Диаграммы Эйлера–Венна 

Эти диаграммы применяются для наглядного изображения 
множеств и их взаимного расположения.  

 
                                                            U 
 
                                      A          B 
 
 

                     Рис. 1.1 − Диаграмма Эйлера–Венна 

Универсальное множество U изображается в виде прямо-
угольника, а произвольные множества – подмножества универ-
сального – в виде кругов (рис. 1.1). 

При этом возможны следующие случаи взаимного распо-
ложения двух множеств А и В: 

1) одно из множеств строго включается в другое ( BA ⊂  
или AB ⊂ ); 

2) множества равны; 
3) множества не имеют общих элементов; 
4) множества находятся в общем положении, т.е. не подхо-

дит ни один из вышеперечисленных случаев, и множества рас-
положены как на рис. 1.1. 

                                                              
1.1.5 Операции над множествами 

Объединением множеств А и В называется множество 
BA ∪ , состоящее из тех и только тех элементов, которые при-

надлежат хотя бы одному из множеств А или В (рис. 1.2, а).  

Пример. 
 Если }3,2,1{},2,1,0{ −== BA , то }3,2,1,0,1{−=∪ BA . 
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                                          U                                                      U 
                             
       A                              B                    A                               B  
 
 
 
 

 
а)                                                      б) 

Рис. 1.2 − Операции над множествами: 
а) объединение множеств; 
б)  пересечение множеств 

 
Пересечением множеств А и В называется множество BA ∩ , 

состоящее из тех и только тех элементов, которые принадлежат 
одновременно и множеству А, и множеству В (рис. 1.2, б). 

Пример. 
 Если }3,2,1{},2,1,0{ −== BA , то }2{=∩ BA . 
Разностью множеств А и В называется множество BA \  

тех и только тех элементов, которые принадлежат множеству А 
и не принадлежат множеству В (рис. 1.3, а). 

Пример.  
}1,0{}3,2,1{\}2,1,0{\ =−=BA ; 
}3,1{}2,1,0{\}3,2,1{\ −=−=AB . 

Дополнением множества А до универсального U называет-
ся множество =A U A\  (рис. 1.3, б). 

                                          U                                                    U 

                  A          B                                               A 

 
                           а)                                                            б) 

Рис. 1.3 − Операции над множествами: 
а) разность множеств A и B; 
б) дополнение множества A 
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Пример. 
Если }2,1,0{=A , U }5,4,3,2,1,0{= , то =A U }5,4,3{\ =A . 

  
1.1.6 Системы множеств 

Элементы множества сами могут быть множествами: 
{ }}2,1{},3,2{},1{=A ; в таком случае удобно говорить о системе 

множеств. Рассмотрим такие системы множеств, как булеан, 
разбиение и покрытие множеств. 

Булеаном B(Х) множества Х называется множество всех 
подмножеств множества Х. Например, для множества }1,0{=X  

булеаном является множество B {=)(X ∅, }}1,0{},1{},0{ . 
Разбиением R(Х) множества Х называется система его не-

пустых непересекающихся подмножеств, в объединении даю-
щая множество Х (рис. 1.4). 

 
 
                                                                     U 
                               
                                  X          X1      X2  
 
                                              X3       X4 

 
 

     
 

Рис. 1.4 − Разбиение множества R },,,{)( 4321 XXXXX =  
 

Например, для множества }5,4,3,2,1{=X  можно построить 
разбиение R1 { }}5,4,3{},2,1{)( =X , состоящее из двух элементов 
(они называются блоками разбиения), или разбиение 
R2 { }}4{},3{},5,2{},1{)( =X  – из четырех блоков; возможны и 
другие разбиения этого множества Х. 

Покрытием P(X) множества X называется система его не-
пустых подмножеств, в объединении дающая множество X (рис. 
1.5). 
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В этом определении отсутствует слово «непересекающая-

ся» – т.е. блоки могут иметь общие элементы. 

Пример.  
Для множества }5,4,3,2,1{=X  покрытиями являются сис-

темы множеств  
{ }}5,4,3{},3,2,1{},1{)(P1 =X  и { }}5{},4,3,2{},2,1{)(P2 =X . 

 
1.1.7 Законы алгебры множеств 

Так же, как операции обычной алгебры, операции над мно-
жествами выполняются по законам (табл. 1.1), которые доказы-
ваются на основе введенных выше определений. Особенностью 
алгебры множеств является закон идемпотентности, благодаря 
которому в алгебре множеств нет числовых коэффициентов и 
степеней. 
 
Таблица 1.1 − Законы алгебры множеств 

   
№ Формулы Название 
1 A∩∅ =∅ ; A∪∅ = A; A∩ A =∅ Свойства пустого мно-

жества 
2 A∪U = U; A∩U = A; A∪Ā = U Свойства универсаль-

ного множества 
3 A∩B = B∩A; A∪B = B∪A Закон коммутативно-

сти 
4 (А∩В)∩С=А∩(В∩С); 

(А∪В)∪С=А∪(В∪С)  
Закон ассоциативности 

                                                      U 
 
                       X1               X2 
                                
 
                                    X3 
 

 

Рис. 1.5 − Покрытие множества  
P(X)={X1, X2, X3} 
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№ Формулы Название 
5 А∩(В∪С)= (А∩В)∪(А∩С); 

А∪(В∩С)= (А∪В)∩(А∪С) 
Закон дистрибутивно-
сти 

6 А =А  Закон двойного допол-
нения 

7 А∩А=А; А∪А=А Законы идемпотентно-
сти 

8 ;; ВАВАВАВА ∪=∩∩=∪  Законы де Моргана 

9 А∪(А∩В)=А; А∩(А∪В)=А  Законы поглощения 

Докажем закон дистрибутивности  
                  А∪(В∩С)= (А∪В)∩(А∪С).                                 (1.1) 
Обозначим  X левую часть равенства (1.1), Y – правую. Со-

гласно определению равенства множеств покажем, что выпол-
няются одновременно YX ⊆  и  XY ⊆ . 

Пусть x – произвольная точка из множества X=А∪(В∩С). 
Тогда по определению объединения множеств ( Ax∈  или 

)( CBx ∩∈ ). Далее по определению пересечения множеств 
( Ax∈  или Bx ∈( и )Cx ∈ ). Следовательно, Ax ∈((  или )Bx ∈                 
и ( Ax∈  или )(()) BAxCx ∪∈⇒∈  и ))( CAx ∪∈  

YCABAx =∪∩∪∈⇒ )()( . 
Таким образом для любого Xx∈  выполняется Yx∈ , т.е. 
YX ⊆ . 
Докажем теперь, что XY ⊆ . Пусть y – произвольная точка 

из множества )()( CABAY ∪∩∪= . Тогда 
BAyYy ∪∈⇒∈ ()( и AyCAy ∈⇒∪∈ (() или )By ∈ и Ay ∈( ил

и AyCy ∈⇒∈ ()) или By∈( и AyCy ∈⇒∈ ()) или ⇒∩∈ ))( CBy  
XCBAy =∩∪∈⇒ )( . 

В силу произвольности Yy ∈  заключаем XY ⊆ . 
Таким образом, YX ⊆  и XY ⊆ , следовательно, YX = , и 

закон дистрибутивности доказан. 
 
 
 

Окончание табл. 1.1 
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1.1.8 Решение задач 1–3  контрольной работы № 1 

Задача 1.  Решить задачу, пользуясь диаграммой Эйлера–Венна. 
Группа туристов из 100 человек пробыла в городе N три 

дня. За это время драматический театр посетили 28 туристов, 
оперный – 42, кукольный – 30. И в драматическом, и в оперном 
побывало 10 человек; в драматическом и кукольном – 8; в опер-
ном и кукольном – 5. Все три театра посетили три человека. 
Сколько туристов не были ни в одном театре? 

Решение. В задаче идет речь о трех множествах Д, О, К – 
зрителей драмы, оперы и кукольного спектакля соответственно. 
Универсальное множество U – это множество туристов группы. 
Используя обозначение  )(Xn – количество элементов множест-
ва Х, запишем кратко условие задачи: 

(n U ;100) =  
;30)(;42)(;28)( === КnОnДn  

;5)(;8)(;10)( =∩=∩=∩ КОnКДnОДn  
.3)( =∩∩ ОКДn  

В задаче требуется найти ))(\()( КОДUnКОДn ∩∩=∪∪ . 
Перенесем эти данные на диаграмму Эйлера–Венна. Раз-

метку диаграммы начинаем с  множества   КОД ∩∩ – здесь  
три  элемента. В   множестве ОД ∩  − 10 элементов, но три из 
них уже учтены. Оставшиеся 7 элементов проставляем на диа-
грамме и т.д. 

 
Рис. 1.6 − Диаграмма к задача 1 

 
Теперь на диаграмме (рис. 1.6) все элементы учтены ровно 

по одному разу, следовательно, количество туристов, которые 
побывали хотя бы в одном театре, равно 
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.802023530713)( =++++++=∪∪ КОДn  
Количество туристов, не побывавших ни в одном театре 

(n U .2080100))(\ =−=∪∪ КОД  
Ответ: не были ни в одном театре 20 человек. 

Задача 2.  Задано универсальное множество U }7,6,5,4,3,2,1{=  

и множества {2, 4,7}, {1,3,5,7}, {2,3,5,6}X Y Z= = . Перечислить 

элементы множества XYZW ∪∩= )( . Записать булеан множе-
ства Х, какое-либо разбиение множества Y, покрытие множества  
Х. 

Решение. Для нахождения множества W выполним опера-
ции над множествами в следующем порядке: 

1) }7,4,1{}6,5,3,2{\}7,6,5,4,3,2,1{\ === ZUZ  − по опреде-
лению операции дополнения; 

2) }7,1{}7,5,3,1{}7,4,1{ =∩=∩YZ   − по определению опе-
рации пересечения множеств; 

3) }7,4,2,1{}7,4,2{}7,1{)( =∪=∪∩= XYZW . 
Итак, }.7,4,2,1{=W  
Для построения булеана множества X воспользуемся дво-

ичной записью числа. Если множество X содержит n элементов, 
его булеан содержит n2  подмножеств – в нашем случае 8 под-
множеств. Будем записывать номер подмножества трехразряд-
ным двоичным числом от 0 до 7, включая в подмножество толь-
ко те элементы, которым соответствует единица в двоичном 
разряде (табл. 1.2). 

 
Таблица 1.2 − Булеан множества X 

   

Номер 
 подмножества 

Двоичная запись  
номера 

Подмножества мно-
жества }7,4,2{=X   

0 000 {} = ∅ 
1 001 {      7} 
2 010 {   4   } 
3 011 {  4,7} 
4 100 {2     } 
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Номер 
 подмножества 

Двоичная запись  
номера 

Подмножества мно-
жества }7,4,2{=X   

5 101 {2,  7} 
6 110 {2,4  } 
7 111 {2,4,7} 

 
Итак, в булеан множества Х включаем пустое множество, 

само множество Х, все одноэлементные подмножества, все 
двухэлементные подмножества множества Х: 

B {=)(X ∅, }}7,4,2{},7,4{},4,2{},7,2{},7{},4{},2{ . 

Для множества Y  построим разбиение, состоящее из трех 
блоков R },,{)( 321 YYYY = , например, таким образом: 

}.5{},3{},7,1{ 321 === YYY  

Определение разбиения выполняется: множества 321 ,, YYY  

не пусты, не пересекаются ( =∩ 21 YY ∅, =∩ 32 YY ∅, =∩ 21 YY ∅), 
их объединение равно множеству Y:  

}.7,5,3,1{

}5{}7,3,1{}5{})3{}7,1({)( 321321

=
=∪=∪∪=∪∪=∪∪ YYYYYY

 

Для построения покрытия выберем подмножества }7,4{1 =Z  

и }7,2{2 =Z . Полученная система множеств P 1 2( ) { , }X Z Z=  со-
стоит из двух блоков, объединение которых равно множеству Х:  

1 2 {4,7} {2,7} {2, 4,7}Z Z X∪ = ∪ = = . 

Задача 3. Упростить выражение, пользуясь законами алгеб-
ры множеств: 

BCBBAA ∪∪∪∪∩ )()( . 

Решение. Договоримся считать, что операция пересечения 
множеств имеет более высокий приоритет, чем объединение 
множеств, т.е., если нет скобок, изменяющих приоритет, внача-
ле выполняется пересечение, а затем объединение. Пользуясь 
этим правилом и законом ассоциативности, определим порядок 
действий:  

Окончание табл. 1.2 
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))(())((
231

BCBBAA ∪∪∪∪∩ . 

Выполним преобразования, указывая номер закона (табл. 
1.1) над знаком равенства: 

1) BABABAAABAA ∩=∩∪∅=∩∪∩=∪∩
115

)()()()( ; 

2) BCBBCBBCBCB ∪=∪∪=∪∪=∪∪
743

)()()( ; 

3) 
.))((

))(()()()()(
9

343

CBCBAB

CBBACBBABCBA

∪=∪∩∪=

=∪∪∩=∪∪∩=∪∪∩

Ответ: CB ∪ . 
Задача 4 контрольной работы 1 выполняется аналогично до-

казательству закона дистрибутивности (1.1) в подразделе 1.1.7. 
 
1.1.9 Контрольные вопросы и упражнения 

1. Вставьте обозначения числовых множеств: 
               ____   – множество натуральных чисел; 

      ____   – множество целых чисел; 

      ____   – множество рациональных чисел; 

      ____    – множество действительных чисел. 

2. Вставьте пропущенный знак ∈ или ∉ : 
 117 ____ N; 22,4 ____ Z; 4/3 ____ Q; 

 2 ____ Q; 75 ____R; π    ____ Z. 

3. Принадлежит ли множеству корней уравнения 

0652 =+− xx  число 3−=x ? 
4. Какими способами можно задать множество? 
5. Запишите множество действительных корней уравнения 

043 =+x . Как записать ответ, если требуется найти множество 
целых корней этого уравнения? 

6. Что такое подмножество данного множества? Какой сим-
вол используется для записи «множество А является подмноже-
ством множества В»? Запишите его: А ____ В. 
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7. Вставьте пропущенный символ ∈ или ⊆: 
 1 ____ {1,2,3}; {1}____ {1,2,3}; 
 ∅ ____ {1,2,3}; {2,3}____ {1,2,3}. 
8. Обведите кружком номер правильного ответа: 
Множество всех элементов, принадлежащих как множеству 

А, так и множеству В, называется: 
                                      1) объединением множеств А и В; 
                                      2) пересечением множеств А и В; 
                                      3) разностью множеств А и В. 

9. Вставьте пропущенные знаки операций над множествами: 
 },,{ cba  ___ }{},,{ bebd =  ; 
 },,{ cba  ___ },,,{},{ dcbadc = ; 
 },,{ cba  ___ },{},{ cbda = . 
10. Что такое булеан множества Х? 
11. Является ли булеаном  множества  },,{ cba  система под-

множеств { }}{},{},{ cba ? 
12. Является ли разбиением множества },,{ cba  система 

подмножеств { }},{},,{},,{ cacbba ? Является ли она покрытием 
данного множества? 

13. Нарисуйте диаграмму Эйлера – Венна для множества 
)( CBA ∪∩ .  Нарисуйте диаграмму для )()( CABA ∩∪∩ . 

Сравните заштрихованную часть на обеих диаграммах. Как на-
зывается закон, который Вы проиллюстрировали? 

14. Нарисуйте диаграммы Эйлера – Венна для левой и пра-
вой частей закона де Моргана. Сравните их. 

15. Запишите законы алгебры множеств. Запомните их на-
звания. 

 
1.2 Бинарные отношения 
 
1.2.1 Декартово произведение множеств. Соответствие 

множеств 

Декартовым произведением YX ×  двух множеств X и Y 
называется множество всех упорядоченных пар ( x,y ) таких, что 

Xx∈ , а  Yy ∈ . 
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Пример 1. Пусть }1,0,1{},2,1{ −== YX . Тогда 
                        { })1,2(),0,2(),1,2()1,1(),0,1(),1,1( −−=×YX , 

                { })2,1(),1,1(),2,0(),1,0(),2,1(),1,1( −−=× XY . 
Очевидно, что XYYX ×≠× , т.е. для операции декартова 

произведения множеств закон коммутативности не выполняется. 
Декартовым произведением множеств nXXX ,,, 21 …  будем 

называть множество nXXX ××× …21 всех упорядоченных набо-

ров ),,,( 21 nxxx …  таких, что .,,2,1, niXx ii …=∈  Если 

nXXX === …21 , то декартово произведение обозначают nX . 
Будем говорить, что задано соответствие q между множест-

вами X и Y, если задана упорядоченная тройка ),,( QYXq = , где 
YXQ ×⊆ . Множество X  называется областью отправления, а Y – 

областью прибытия соответствия q (обозначают YXq →: ). Ка-
ждый элемент y в паре Qyx ∈),(  называется образом элемента x 
(x – прообразом элемента y) при данном соответствии q. 

Соответствие ),,( QYXq =  называется отображением 
множества X во множество Y, если каждый элемент Xx∈  имеет 
образ Yxqy ∈= )( , т.е.  

QyxYyXx ∈∈∃∈∀ ),(: . 
Отображение YXf →:  называется функциональным, если 

каждый элемент Xx∈  имеет единственный образ Yxfy ∈= )( : 
YxfyYyXx ∈=∈∃∈∀ )(:! . 

Множество образов при данном отображении YXf →:  
обозначается YXf ⊆)( :   

)}(:{)( xfyXxyXf =∈∃= . 

Если множество )(Xf  совпадает с множеством Y, то гово-
рят, что  YXf →: осуществляет отображение на множество Y. 

Соответствие YXf →:  называется взаимно однозначным 
(биекцией), если 

а) является отображением; 
б) функционально; 
в) отображает X  «на» множество Y; 



 18

г) из условия )()( 21 xfxf =  следует 21 xx = . 
Другими словами, YXf →:  является биекцией, если каж-

дый элемент Xx∈  имеет единственный образ Yxfy ∈= )( , а 
каждый элемент Yy ∈  имеет единственный прообраз 

Xyfx ∈= − )(1  при данном отображении: 

                             
⎩
⎨
⎧

=∈∃∈∀
=∈∃∈∀

− ).(:!

);(:!
1 yfxXxYy

xfyYyXx
                         (1.2) 

 
1.2.2 Определение бинарного отношения 

Определение. Говорят, что на множестве X задано бинарное 
отношение R, если задано подмножество декартова произведе-
ния XX × (т.е. XXR ×⊆ ). 

Пример 2. Пусть }.4,3,2,1{=X  Зададим на Х следующие 
отношения: 

},,),{( yxXyxyxT =∈=  – отношение равенства; 
}1,,),{( −=∈= yxXyxyxP – отношение предшествова-

ния; 
xXyxyxQ ,,),{( ∈= делится на }y – отношение делимо-

сти. 
Все эти отношения заданы с помощью характеристического 

свойства. Ниже перечислены элементы этих отношений: 

{ } ;)4,4(),3,3(),2,2(),1,1(=T  

{ } ;)4,3(),3,2(),2,1(=P  

{ } .)1,1(),1,2(),2,2(),1,3(),3,3(),1,4(),2,4(),4,4(=Q  

Тот факт, что пара (x, y) принадлежит данному отношению 
R, будем записывать: Ryx ∈),(  или  xRy. Например, для отно-
шения Q запись 4Q2 означает, что 4 делится на 2 нацело, т.е. 

.)2,4( Q∈  
Областью определения RD  бинарного отношения R назы-

вается множество .}),({ RyxxDR ∈=  

Областью значений RE  называется множество 
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.}),({ RyxyER ∈=   

Так, для отношения Р из примера 2 областью определения 
является множество }3,2,1{=PD , а областью значений – 

}4,3,2{=PE . 
 
1.2.3 Способы задания бинарного отношения 

Бинарное отношение можно задать, указав характеристиче-
ское свойство или перечислив все его элементы. Существуют и 
более наглядные способы задания бинарного отношения: график 
отношения, схема отношения, граф отношения, матрица отно-
шения. 

График отношения изображается в декартовой системе ко-
ординат; на горизонтальной оси отмечается область определе-
ния, на вертикальной – область значений отношения; элементу 
отношения (х,у) соответствует точка плоскости с этими коорди-
натами. На рис. 1.7,а) приведен график отношения Q примера 2. 

Схема отношения изображается с помощью двух верти-
кальных прямых, левая из которых соответствует области опре-
деления отношения, а правая – множеству значений отношения. 
Если элемент (х,у) принадлежит отношению R, то соответст-
вующие точки из  RD  и RE  соединяются прямой. На рис. 1.7,б) 
приведена схема отношения Q из примера 2. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
    Y                                             DQ                     EQ          
                                                     1                       1   
     4 −                ∗                        2                       2 
     3 −            ∗                                
     2 −       ∗        ∗                        3                       3 
     1 −  ∗   ∗   ∗   ∗                           
             |    |    |    |                         4                       4   
            1   2   3   4         X                                    
                   а)                                          б) 

Рис. 1.7 − График отношения Q (а) и схема  
отношения Q (б)  
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Граф  отношения XXR ×⊆  строится следующим образом. 
На плоскости в произвольном порядке изображаются точки – 
элементы множества Х. Пара точек х и у соединяется дугой (ли-
нией со стрелкой) тогда и только тогда, когда пара ( х,у ) при-
надлежит отношению R. На рис. 1.8,а)  приведен граф отноше-
ния Q примера 2. 

Матрица отношения XXR ×⊆  – это квадратная таблица, 
каждая строка и столбец которой соответствует некоторому 
элементу множества Х. На пересечении строки х и столбца у 
ставится 1, если пара Ryx ∈),( ; все остальные элементы матри-
цы заполняются нулями. Элементы матрицы нумеруются двумя 
индексами, первый равен номеру строки, второй − номеру 
столбца. Пусть } ..., , ,{ 21 nxxxX = . Тогда матрица отношения 

XXR ×⊆ имеет n строк и n столбцов, а ее элемент ijr опреде-
ляется по правилу:  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=∉

∈
=

.,...,2,1,,),(,0

,),(,1

njiRyxесли

Ryxесли
r

ji

ji

ji  

На рис.1.8,б) приведена матрица отношения Q примера 2. 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1.2.4 Свойства бинарных отношений 

Бинарные отношения делятся на типы в зависимости от 
свойств, которыми они обладают. Рассмотрим следующие от-
ношения на множестве :}7,6,5,4,3,2,1{=X  

 
                  •   4                              1   2   3   4                 
                                                 1  ⎡ 1   0   0   0⎤               
         2               3                     2    1   1   0   0                 
         •                •                    3    1   0    1   0                
                                                 4  ⎣ 1   1    0  1⎦               
                                                                                     
             1   •   
 

                а)                                     б)   

Рис. 1.8 − Граф (а) и матрица (б) отношения Q  
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;},,),{( yxXyxyxG >∈=  

;},,),{( yxXyxyxL ≤∈=  

)(,,),{( yxXyxyxM −∈=  делится на ;}3  

.}20,,),{( 22 ≤+∈= yxXyxyxK  

Отношение R на множестве Х называется рефлексивным, 
если для всех Xx∈  выполняется условие Rxx ∈),( . Среди при-
веденных выше отношений рефлексивными являются отноше-
ние L (т.к. неравенство xx ≤  справедливо при всех Xx∈ ) и от-
ношение М (т.к. разность 0=− xx  делится на 3, значит, пара 

),( xx принадлежит отношению М при всех Xx∈ ). 
Отношение R на множестве Х называется  антирефлексив-

ным, если условие Rxx ∈),( не выполняется ни при одном 
Xx∈ . Примером антирефлексивного отношения является от-

ношение G (неравенство xx >  не выполняется ни при каких 
значениях х, следовательно, ни одна пара ),( xx не принадлежит 
отношению G). Отметим, что отношение К не является рефлек-

сивным ))5,5(2055( 22 K∉⇒>+  и не является антирефлексив-

ным ))1,1(2011( 22 K∈⇒≤+ . 
Отношение R на множестве Х называется симметричным, 

если из условия Ryx ∈),(  следует Rxy ∈),( . Симметричными 
являются отношения М (если yx −  делится на 3, то и xy −  де-
лится на 3) и К (если 2022 ≤+ yx , то и 2022 ≤+ xy ). 

Отношение R на множестве Х называется несимметрич-
ным, если для любых Xyx ∈,  из условия Ryx ∈),(  следует 

Rxy ∉),( . Несимметричным является отношение G, т.к. условия 
yx <  и xy <  не могут выполняться одновременно (только одна 

из пар ),( yx  или ),( xy  принадлежит отношению G). 
Отношение R на множестве Х называется антисиммет-

ричным, если для любых Xyx ∈,  из условия Ryx ∈),(  и 
Rxy ∈),(  следует yx = . Антисимметричным является отноше-
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ние L, т.к. из одновременного выполнения yx ≤  и xy ≤  следует 
yx = . 
Отношение R на множестве Х называется транзитивным, 

если для любых Rzyx ∈,,  из одновременного выполнения усло-
вий Ryx ∈),(   и Rzy ∈),(  следует Rzx ∈),( . Отношения G, L, M 
являются транзитивными, а отношение К нетранзитивно: если  

,4,2,3 === zyx  то  2023 22 ≤+  и 2042 22 ≤+ , но 2043 22 ≥+ , 
то есть выполняются условия Kyx ∈),( и Kzy ∈),( , но 

Kzx ∉),( . 

1.2.5 Отношения эквивалентности 

Рассмотрим три отношения: M, S, H. Отношение М описано 
в 1.2.4. Отношение S введем на множестве X всех треугольников 
следующим образом: этому отношению принадлежат пары тре-
угольников такие, что площадь треугольника x равна площади 
треугольника y. 

Отношение Н действует на множестве жителей г. Томска и 
содержит пары ),( yx  такие, что х и у носят шляпы одинакового 
размера. 

Свойства этих трех отношений приведены в таблице 1.3, 
где Р означает рефлексивность, АР – антирефлексивность, С – 
симметричность,  АС  – антисимметричность, НС – несиммет-
ричность, Т – транзитивность отношения. В качестве упражне-
ния проверьте правильность заполнения таблицы, пользуясь оп-
ределениями свойств бинарных отношений.  

 
   Таблица 1.3 − Свойства отношений 
 

Отношение Р АР С АС НС Т 
М + – + – – + 
S + – + – – + 
H + – + – – + 

 
Мы видим, что отношения обладают одинаковыми свойст-

вами, поэтому их относят к одному типу. 
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Определение. Отношение R на множестве Х  называется от-
ношением эквивалентности, если оно обладает свойствами 
рефлексивности, симметричности, транзитивности.  

Таким образом, отношения M, S, H  являются отношениями 
эквивалентности на соответствующих множествах Х. Важной 
особенностью отношений эквивалентности является то, что они 
разбивают все множество Х на непересекающиеся подмножест-
ва – классы эквивалентности. 

Определение. Классом эквивалентности, порожденным 
элементом Xx∈ , называется подмножество ][x  множества Х, 
для элементов которого выполняется условие XyRyx ∈∈ ,),( . 

Таким образом, класс эквивалентности  }),(,{][ RyxXyyx ∈∈= . 

Так, отношение М разбивает множество }7,6,5,4,3,2,1{=X  
на три класса эквивалентности: }6,3{]3[},5,2{]2[},7,4,1{]1[ === . 
Класс, порожденный элементом 4, совпадает с классом [1]; [5] = 
=[2], [3] = [6],  [7] = [1].  

Классы эквивалентности образуют систему непустых непе-
ресекающихся подмножеств множества Х, в объединении даю-
щую все множество Х – т.е. образуют разбиение множества Х    
(см. 1.1.6). 

Отношение эквивалентности обозначают « ≡ », поэтому оп-
ределение класса эквивалентности можно записать так: 

},{][ yxXyyx ≡∈= . 

Множество различных классов эквивалентности множества 
X по отношению R называется фактор-множеством и обозна-
чается RX . Так, для отношения M фактор-множество состоит 
из трех элементов: 

{ }]3[],2[],1[=MX . 

 
Теорема 1. Пусть R – отношение эквивалентности на мно-

жестве X и RX  − совокупность всех различных классов эквива-

лентности по отношению R. Тогда RX  − разбиение множества 
X. 
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Доказательство. По условию теоремы R – отношение эк-
вивалентности, т.е. рефлексивно, симметрично и транзитивно. 
Покажем, что },...,,{ 21 rR KKKX =  − разбиение множества X, 

т.е.  
а) ≠⊆ ii KXK , ∅; 

б) XK
r

i
i =

=
∪

1

; 

в) =∩ ji KK ∅, rjiji ,1,, =≠ . 

Условие а выполняется по определению класса эквивалент-
ности и по свойству рефлексивности, т.к. ][xx∈  для любого 

Xx∈ . 
Условие б выполняется, так как каждый элемент множества 

X попадает в какой-либо класс эквивалентности и Xx
Xx

=
∈
∪ ][ . 

Условие в докажем методом «от противного». Пусть 
][xKi =  и ][yK j =  – разные классы эквивалентности (т.е. iK  и 

jK  отличаются хотя бы одним элементом). Покажем, что они не 

пересекаются. Предположим противное: найдется элемент 
Xz ∈  такой, что iKz ∈  и jKz ∈ . По определению класса экви-

валентности xz ≡  и yz ≡ . По свойствам симметричности и 
транзитивности отношения R имеем: zx ≡(  и )() yxyz ≡⇒≡  – 

отсюда следует равенство множеств iK  и jK . 

Действительно, возьмем произвольный элемент 
⇒∈∈ ][: xaKa i jKayaxa ∈⇒≡⇒≡  в силу произвольности  

a следует ji KK ⊆ . 

 Возьмем произвольный элемент jKb∈ : 

iKbxbybyb ∈⇒≡⇒≡⇒∈ ][  − в силу произвольности b сле-
дует ij KK ⊆ . По определению равенства множеств ji KK = . 

Условие в доказано: если классы эквивалентности не совпа-
дают, то они не пересекаются. 
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Следовательно, фактор-множество RX  является разбиени-

ем множества X. 
Теорема 2. Всякое разбиение множества X порождает на X 

отношение эквивалентности. 
Доказательство. Пусть },...,,{ 21 rXXX  − разбиение мно-

жества X. Рассмотрим на X отношение ),{( yxR = найдется 

ii XxriX ∈= :,1, и }iXy ∈ . 
Покажем, что R – отношение эквивалентности. 
Рефлексивность отношения R следует из условия  

XX
r

i
i =

=
∪

1

. Каждый элемент множества X попадает в одно из 

множеств riX i ,1, = , поэтому  

RxxXxriXXx ii ∈⇒∈=∃∈∀ ),(:,1, . 
Покажем, что отношение R симметрично. Пусть Ryx ∈),( . 

Это означает, что  

ii XxriX ∈=∃ :,1,  и ii XyXy ∈⇒∈ и RxyXx i ∈⇒∈ ),( . 
Покажем, что R транзитивно. Пусть Ryx ∈),(  и Rzy ∈),( . 

Тогда найдется множество ii XxX ∈: и iXy ∈  и множество 

jj XyX ∈:  и jXz ∈ . Но так как различные блоки разбиения не 
пересекаются, а ji XXy ∩∈ , то ji XX = . Следовательно, 

Rzx ∈),(  и R транзитивно. 
Отношение R обладает свойствами рефлексивности, сим-

метричности, транзитивности, т.е. является отношением эквива-
лентности. Теорема доказана. 

 
1.2.6 Отношения порядка 

Рассмотрим отношения G, L  из 1.2.4, отношение Q из 1.2.2 
и отношение включения V на множестве всех подмножеств це-
лых чисел (B(Z) – булеан множества Z):   

∈= YXYXV ,),{( B (Z) }, YX ⊆ . 
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         Таблица 1.4 − Свойства отношений 

 
Отношение Р АР С АС НС Т 

G – + – – + + 
L + – – + – + 
Q + – – + – + 
V + – – + – + 

 
Мы видим, что по свойствам эти отношения разделились на 

два типа. 
Определение. Отношение R на множестве Х, обладающее 

свойствами рефлексивности, антисимметричности, транзитив-
ности, называется отношением порядка на множестве Х (обо-
значается «≺ »). 

Определение. Отношение R на множестве Х, обладающее 
свойствами антирефлексивности, несимметричности, транзи-
тивности, называется отношением  строгого порядка.  

Таким образом, отношения L, Q, V являются отношениями 
порядка на соответствующих множествах, а отношение G – от-
ношением строгого порядка. 

 
1.2.7 Частично упорядоченные множества 

Если на множестве X введено отношение порядка  ≺ , то по-

лучен новый объект ,(X ≺) – частично упорядоченное множест-
во. Так, различные частично упорядоченные множества (N, ≤)  и 
(N, ⏐ ) можно получить, рассматривая на множестве N нату-
ральных чисел отношения сравнения « ≤ » ( yx ≤ – x меньше или 

равно y и делимости « ⏐ » ( yx  − x является делителем y). Сло-

во «частично» используется потому, что не все элементы мно-
жества могут быть сравнимы между собой. Для частично упоря-
доченного множества (N, ⏐) несравнимы элементы ∈2  N и             

∈3  N, так как ни один из них не является делителем другого. 
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Если все элементы множества сравнимы между собой, мы 
имеем линейный порядок, например, (N, ≤ ) – линейно упорядо-
ченное множество.  

 
1.2.8 Диаграммы Хассе 

Для наглядного представления частично упорядоченного 
множества ),( RX  используют диаграмму Хассе – граф отноше-
ния R без петель и транзитивно замыкающих дуг. 

Пусть }4,3,2,1{=X . Рассмотрим на множестве X отноше-
ния порядка   « ≤ « и  « ⏐ «. Получим два частично упорядочен-
ных множества (X, ≤ ) и (X, ⏐), различия которых наглядно от-
ражают их диаграммы Хассе (рис.1.9). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Определение. Элемент Xw∈  называется наибольшим 

элементом частично упорядоченного множества ,(X ≺), если 

xXx ⇒∈∀ ≺ w. Элемент Xu ∈  называется максимальным 

элементом частично упорядоченного множества  ,(X ≺), если в 

множестве X нет элемента y такого, что u ≺ y. 

Элемент 4=w  является наибольшим и одновременно мак-
симальным для (X, ≤ ) (рис. 1.9,а). В частично упорядоченном 
множестве (X, ⏐ ) есть два максимальных 41 =u  и 2 3u = , но нет 
наибольшего (рис. 1.9,б). 

 
       4                                 4   
 
       3    
 
       2                                  2                           3 
   
       1                                          1       
            а)                                         б)  

Рис. 1.9 − Диаграммы Хассе частично упоря-
доченных множеств (X, ≤ ) (а)  и (X, ⏐ ) (б) 
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Аналогично определяются понятия наименьшего и мини-
мального элементов частично упорядоченного множества. 

Теорема. Всякое частично упорядоченное множество имеет 
не более одного наибольшего элемента. 

Доказательство. Пусть ,(X ≺) – частично упорядоченное 

множество. Теорема утверждает, что если в множестве ,(X ≺) 

имеется наибольший элемент, то он единственный. Предполо-
жим противное: пусть имеется два различных наибольших эле-
мента Xw∈  и Xw ∈′ . Тогда по определению наибольшего 

элемента w ≺w′  и w′ ≺ w, откуда в силу антисимметричности 

отношения порядка « ≺ » следует ww =′  − противоречие, что и 

доказывает теорему. 
 
1.2.9 Изоморфизм частично упорядоченных множеств 

Частично упорядоченные множества ,(X ≺) и (Y, ≺′) изо-

морфны, если существует биекция YX →:ϕ , сохраняющая от-
ношение порядка, т.е. Xxx ∈∀ 21,  таких, что 1x ≺ 2x , выполняет-

ся )( 1xϕ ≺′ ),( 2xϕ  Yxx ∈)(),( 21 ϕϕ . 

Пример. Рассмотрим множество T точек горизонтальной пря-
мой, упорядоченное отношением L – «лежит левее или совпадает», 
и множество действительных чисел R с введенным на нем отно-
шением порядка «≤». Тогда (T,L) изоморфно (R, ≤) и, решив задачу 
на множестве R, мы иллюстрируем решение с помощью множест-
ва T, так как структура этих множеств одинакова. 

Теорема. Всякое частично упорядоченное множество изо-
морфно некоторому подмножеству его булеана, упорядоченно-
му отношением включения. 

Пример. Рассмотрим частично упорядоченное множество 
(X, ⏐) из 1.2.7. Так как }4,3,2,1{=X  состоит из 4=n  элементов, 

то его булеан B(X) содержит 1624 =  элементов – подмножеств 
множества X. Выберем из них 4 подмножества следующим об-
разом: сопоставим каждому элементу Xx ∈ подмножество            
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∈xS  B(X), включающее те и только те элементы y, которые яв-
ляются делителями элемента x:  

{ , }xS y y X y x= ∈ . 

Получим множество ⊆= },,,{ 4321 SSSSF B(X), где }1{1 =S , 

}2,1{2 =S , }3,1{3 =S , }4,2,1{4 =S . Частично упорядоченные 
множества  (X, ⏐ ) и ( ⊆,F ) изоморфны (рис. 1.10). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Доказательство теоремы. Пусть задано произвольное 

упорядоченное множество  ,(X ≺). Построим подмножество 

⊆F  B(X) с помощью соответствия: каждому элементу Xx ∈  

сопоставим yXyySxf x ,{)( ∈== ≺ x} и обозначим XxxSF ∈= }{ . 

Покажем, что соответствие FXf →:  является биекцией, 
т.е. выполняются условия а – г определения биекции из 1.2.1. 
Условия а – в выполняются согласно способу построения мно-
жества F: каждый элемент Xx ∈  имеет единственный прообраз 

xSxf =)( , а каждый элемент xS  множества F имеет прообраз 
Xx ∈ . Покажем, что этот прообраз – единственный. Предполо-

жим противное: существует два различных элемента Xba ∈, , 
имеющие одинаковые прообразы )(af  и )(bf , т.е. ba ≠ , но 

ba SbfafS === )()( . 

В силу рефлексивности отношения порядка «≺ » имеем:  

a ≺ a aSaSa ba ⇒∈⇒∈⇒ ≺ b. 

               4                                      S4 

 
 
    2                         3            S2                        S3   
 
 
 
                  1                                       S1 
                  а)                                       б) 

Рис. 1.10 − Диаграммы Хассе изоморф-
ных частично упорядоченных множеств  

(X, ⏐ ) (а) и ( ⊆,F ) (б) 
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Аналогично,  
b ≺ b bSbSb ab ⇒∈⇒∈⇒ ≺ a. 

Так как отношение порядка антисимметрично, получим 
ba = , что противоречит нашему предположению. Следователь-

но, различные элементы FSS ba ∈,  имеют различные прообра-
зы: babfaf ≠⇒≠ )()( , а отображение FXf →:  является би-
екцией. 

Докажем, что биекция FXf →:  сохраняет порядок, т.е. 
если Xba ∈,  и a ≺ b, то )()( bfSSaf ba =⊆= . Согласно опре-
делению включения множеств достаточно показать, что aSx ∈∀  

выполняется bSx ∈ . 

Возьмем произвольный элемент aSx ∈ . Тогда x ≺ a, но             

a ≺ b, поэтому  x ≺ b (в силу транзитивности отношения поряд-

ка) и bSx ∈ . Доказано включение ba SS ⊆ .  
Итак, построенное отображение ⊆→ FXf :  B(X) является 

биекцией, сохраняющей отношение порядка. Следовательно, 
частично упорядоченные множества (X, ⏐ ) и ( ⊆,F ) изоморфны. 
Теорема доказана. 

 
1.2.10 Решение задач 5,6 контрольной работы № 1 

Задача 5. На множестве }5,4,3,2,1{=X  задано бинарное от-
ношение XXR ×⊆ : )2(,,),{( yxXyxyxR +∈= делится на }3 . 

Представить отношение R различными способами; выяснить, 
какими свойствами оно обладает; является ли отношение R от-
ношением эквивалентности или отношением порядка. 

Решение. Отношение R можно задать перечислением всех 
элементов: 

{ })5,2(),2,5(),1,4(),4,1(),5,5(),4,4(),3,3(),2,2(),1,1(=R . 
 Наглядно представить отношение R можно с помощью гра-
фика (рис. 1.11,а), схемы (рис. 1.11,б), графа (рис. 1.12,а), мат-
рицы отношения (рис. 1.12,б). 

Выясним, какими свойствами обладает отношение.  
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Покажем, что отношение рефлексивно. При yx =  условие 
« yx 2+  делится на 3» принимает вид xxx 32 =+ – делится на 3 
(выполняется при любых значениях Xx ∈ ).  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Проверим, является ли отношение симметричным. Пусть 
yx 2+ делится на 3 (т.е. Ryx ∈),( ). Составим пару ),( xy  и для 

нее проверим характеристическое свойство отношения: 

.)2()(3

)2(33)2()2(22

yxxy

yxxyyxyxxyxy

+−+=
=+−+=+−+++=+

 

Очевидно, что )(3 xy + делится на 3, а yx 2+ делится на 3 по ус-
ловию, следовательно, xy 2+ делится на 3, т.е. Rxy ∈),( . Отно-
шение симметрично. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 DR                                                   DR                          ER  
      
     5 •         ∗               ∗                      5                          5 
     4 •    ∗               ∗                           4                          4 
     3 •               ∗                                 3                          3  
     2 •          ∗               ∗                                                
     1 •    ∗                ∗                          2                          2            
              •    •    •    •    •                     1                          1  
              1    2    3    4    5      ER   
                       а)                                              б) 

Рис. 1.11 − График (а) и схема (б) отношения R 

 
      
                       •  1                                       
                                    2                       
                                         •                       1   2   3   4   5 
      4                                                     1   1   0   0   1   0  
         •                                                  2   0   1   0   0   1 
                                                             3   0   0   1   0   0 
                  5                                         4   1   0   0   1   0  
                       •                                    5   0   1   0   0   1  
                                        3  • 
 
                           а)                                      б) 

Рис. 1.12 − Граф (а) и матрица (б) отношения R 
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Проверим, является ли отношение транзитивным. Пусть 
Ryx ∈),(  и Rzy ∈),( ,  т.е. yx 2+ делится на 3 и zy 2+ делится 

на 3. Будет ли делиться на 3 выражение zx 2+ , т.е. будет ли  
Rzx ∈),( ?  

Преобразуем =+ zx 2   
yzyyxyzyyxyzyx 3)2()2(322323 −+++=−+++=−++=   

делится на 3, т.к. первые два слагаемых делятся на 3 по условию 
и третье слагаемое )3( y−  делится на 3. Значит Rzx ∈),( , и от-
ношение транзитивно. 

Отношение R обладает свойствами рефлексивности, сим-
метричности, транзитивности, следовательно, является отноше-
нием эквивалентности. На графе отношения R (рис. 1.12, а) хо-
рошо видны классы эквивалентности – это подмножества {1,4}, 
{2,5}, {3} множества Х. 

Задача 6. Дано множество }12,6,4,3,2{=X  и отношение 
−∈= xXyxyxR ,,),{( делитель }y . Показать, что отношение R 

является отношением порядка. Построить диаграмму Хассе час-
тично упорядоченного множества ),( RX . Существуют ли в 
множестве X наибольший и наименьший элементы? Существу-
ют ли несравнимые элементы? 

Решение. Покажем, что отношение R рефлексивно, анти-
симметрично и транзитивно. 

Рефлексивность имеет место, так как любое число является 
своим делителем, т.е. RxxXx ∈⇒∈∀ ),( . 

Пусть одновременно выполняются условия: Ryx ∈),(  и 
Rxy ∈),( . Тогда yx = . Действительно, Ryx ∈),(  означает, что 

x – делитель y, т.е. найдется целое число m такое, что xmy ⋅= . 
Одновременно найдется целое число n такое, что ynx ⋅= . От-
сюда ynmy ⋅⋅=  и 1=⋅ nm . Последнее равенство выполняется 
при 1== nm  или 1−== nm , но все элементы множества X – 
положительные числа, и второй случай невозможен. Следова-
тельно, 1== nm , т.е. yx = , и отношение R антисимметрично. 

Пусть Ryx ∈),(  и Rzy ∈),( , значит, найдутся ∈km, Z та-
кие, что xmy ⋅= , ykz ⋅= . Тогда xnxmkxmkz ⋅=⋅⋅=⋅⋅= )()( , 
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где ∈⋅= kmn Z. Следовательно, x является делителем  z  и 
Rzx ∈),( . Отношение R транзитивно. 

Отношение R рефлексивно, антисимметрично и транзитив-
но, т.е. является отношением порядка. Построим диаграмму 
Хассе частично упорядоченного множества ),( RX . На нижнем 
(первом) уровне диаграммы поместим элементы Xx ∈ , не 
имеющие других делителей, кроме себя ( 2=x  и 3=x ). На вто-
ром уровне – элементы, не имеющие других делителей, кроме 
себя и элементов нижнего уровня ( 4=x  и 6=x ). Оставшийся 
элемент 12=x  делится на себя, на все элементы второго и пер-
вого уровней – помещаем его на третий уровень. Соединяем от-
резком элементы соседних уровней, если элемент нижнего 
уровня является делителем элемента соседнего верхнего уровня. 
Диаграмма Хассе построена (рис. 1.13). Пара элементов 

Ryx ∈),(  тогда и только тогда, когда двигаясь по диаграмме 
только вверх, мы можем пройти от элемента x до элемента y. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
По диаграмме Хассе легко обнаружить несравнимые эле-

менты: 4 и 3; 2 и 3. Наибольшим элементом является 12=w  
(для всех Xx ∈  выполнено условие «x является делителем 12»). 
Наименьшего элемента нет, но есть два минимальных: 21 =u  и 

32 =u . 
 

 
                    12 
 
 
 
     4                                    6 
 
 
 
 
     2                                    3 
 

   Рис. 1.13 − Диаграмма Хассе 
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1.2.11 Контрольные вопросы и упражнения 

1. Вставьте пропущенный знак «=» или «≠»: 
{3,5} _____ {5,3};          (3,5) _____ (5,3). 

2. Нарисуйте график декартова произведения YX × , где 
}5,1{=X , }3,2{=Y . Совпадает ли он с графиком XY × ? 

3. Дайте определение бинарного отношения на множестве 
Х. 

4. Обведите кружком номер правильного ответа: 
Областью определения бинарного отношения R называ-
ется множество 

                                                 1) ;},),{( Ryxyx ∈  

                                                 2) ;},{ Ryxx ∈  

                                                 3) .},{ Ryxy ∈  

5. Найдите область определения и область значений от-
ношения Q из примера 2 (п.п. 1.2.2). 

6. Какими способами можно задать бинарное отношение? 
7. Нарисуйте график и схему отношения Р из примера 2         

(см. 1.2.2). 
8. Какое отношение является рефлексивным? 
9. Какой особенностью обладает матрица рефлексивного 

отношения? А матрица симметричного отношения? 
10. Вставьте пропущенное слово: 

Отношение, обладающее свойствами рефлексивности, 
симметричности, транзитивности, называется отноше-
нием ________________ . 

11. Запись ][x  используется для обозначения 
________________ . 

12. Какое отношение называется отношением порядка? 
13. Что такое частично упорядоченное множество? 
14. Пусть R – отношение делимости. Какой порядок (час-

тичный или линейный) задает это отношение на множе-
стве }12,6,3,1{=X ? А на множестве },6,3,2,1{=Y ? По-
строить диаграммы Хассе для ),( RX  и ),( RY . 

15. Что такое изоморфизм частично упорядоченных мно-
жеств? Изоморфны ли ),( RX  и ),( RY ?   
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1.3 Реляционная алгебра 
 

1.3.1 Применение отношений для обработки данных 

Отношение может быть не только бинарным, в общем слу-
чае отношением называется подмножество nXXXR ×××⊆ …21 , 
т.е. элементом отношения является упорядоченный набор 

),,,( 21 nxxx … , где niXx ii ,,2,1, …=∈ . При обработке данных 
наборы из n элементов называют записями, i-му элементу набо-
ра соответствует i-ое поле записи. Записи группируются в фай-
лы, и если файлы содержат совокупность записей, удовлетво-
ряющих некоторым отношениям, мы получаем базу данных. 
Таким образом, отношение удобно представлять в виде табли-
цы, каждая строка которой соответствует записи, а каждый 
столбец – определенному полю записи. 

Любая ли таблица может задавать отношение? Очевидными 
являются следующие требования: 

1) порядок столбцов таблицы фиксирован; 
2) каждый столбец имеет название; 
3) порядок строк таблицы произволен; 
4) в таблице нет одинаковых строк. 
Число n столбцов таблицы называется степенью отноше-

ния (говорят, что задано n-арное отношение). Число строк в таб-
лице – количество элементов отношения. Математическая мо-
дель, описывающая работу с такими таблицами, называется ре-
ляционной алгеброй. 

 
1.3.2 Теоретико-множественные операции реляционной  
          алгебры 

Так как отношения являются множествами, к ним приме-
нимы обычные операции теории множеств: пересечение, объе-
динение, разность. Но в отличие от алгебры множеств в реляци-
онной алгебре эти операции могут быть применены не к любым, 
а только к совместимым отношениям. Два отношения будем 
называть совместимыми, если их степени равны, а соответст-
вующие поля относятся к однотипным множествам. Первое тре-
бование означает, что объединение, пересечение и разность оп-
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ределяются только для таблиц с одинаковым количеством 
столбцов, а второе – в соответствующих столбцах должны рас-
полагаться однотипные данные (не выполняется операция пере-
сечения множества фамилий и множества зарплат). 

Пересечением двух отношений R и S называется множество 
SR ∩  всех записей, каждая из которых принадлежит как R, так 

и S (рис. 1.14, а, б). 
Объединением двух отношений R и  S называется множест-

во SR ∪  записей, которые принадлежат хотя бы одному из от-
ношений R или S (рис.1.14, а, в). 

Разностью двух отношений R и S называется множество 
SR \  всех записей, каждая из которых принадлежит отношению 

R, но не принадлежит отношению   S (рис.1.14, а, г). 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
В реляционной алгебре вводится операция расширенного 

декартова произведения. Пусть ),,,( 21 nrrrr …=  – элемент n-

арного отношения R, а  ),,,( 21 mssss …=  – элемент m-арного от-
ношения S. Конкатенацией записей r и s назовем запись 

R    S   
A1 A2 A3  B1 B2 B3 

a b a  a b c 
b a c     
b c a  b c a 

                                                   а) 
 

R ∩ S R ∪ S R \ S 
C1 C2 C2 D1 D2 D3 E1 E2 E3 

b c a a b a a b a 
   b a c b a c 
   b c a    
   

 

a b c 

 

   

             б)                                       в)                                        г) 

Рис. 1.14 − Операции над совместимыми отношениями 
                             а) данные отношения R и S;     
                             б) пересечение отношений R и S; 
                              в) объединение отношений R и S; 
                              г) разность отношений R и S 
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),,,,,,,(),( 2121 mn sssrrrsr ……= , полученную приписыванием 
записи s к концу записи r. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Расширенным декартовым произведением отношений R и  

S называется множество },),{( SsRrsrSR ∈∈=× , элементами 

которого являются все возможные конкатенации записей Rr ∈  
и Ss ∈ . Отметим, что полученное отношение имеет степень 

mn +  и важен порядок выполнения операции:  RSSR ×≠× . 
В качестве упражнения запишите расширенное декартово 

произведение RS ×  для отношений R и S (рис. 1.15) и сравните 
с отношением SR × . 

 
1.3.3 Специальные операции реляционной алгебры 

 При поиске информации в базе данных мы часто выполня-
ем однотипные действия: выбор записей, отвечающих заданно-
му условию; исключение полей, содержащих не интересующие 
нас в данный момент факты и т.п. Поэтому, кроме теоретико-
множественных, в реляционной алгебре применяются и специ-
альные операции. Рассмотрим некоторые из них.   

Пусть задано отношение R и список ),,,( 21 kiiic …=  – упо-
рядоченное подмножество номеров  столбцов. Проекцией от-
ношения R на список c называется отношение }][{ RrcrRc ∈=π , 

записи которого содержат только те поля, которые указаны в 
списке с. Таким образом, операция проекции позволяет полу-

R  S  R × S 
A1 A2  B1 B2 B3  C1 C2 C3 C4 C5 

a b  k l m  a b k l m 
a c  b k c  a b b k c 
c e      a c k l m 
       a c b k c 
       c e k l m 
       c e b k c 

 
Рис. 1.15 − Расширенное декартово произведение 

отношений R и S 
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чить « вертикальное « подмножество отношения R (рис. 1.16,а). 
Операция проекции выполняется в два этапа: 1) выписываем 
записи отношения R, включая только те поля, которые указаны в 
списке с; 2) вычеркиваем в полученной таблице повторяющиеся 
строки (рис. 1.16, б, в). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Операция селекции (выбора) дает возможность построения  
«горизонтального» подмножества отношения, т.е. подмножества 
записей, обладающих заданным свойством. Обозначим F – ло-
гическое условие, которому должны удовлетворять искомые 
записи. Селекцией отношения R по условию F называется от-
ношение RFσ , содержащее те и только те записи отношения R, 
для которых условие F истинно (рис. 1.17). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 R π(3,1)R 
A1 A2 A3 B1 B2 

a b c c a 
a d c k b 
b l k d l 

      
 

l m d 

 

  

                 а)                                   б)                               в)     

Рис. 1.16 − Операции проекции 
   а) проекция – «вертикальное» подмножество; 

               б) данное отношение R; 
               в) проекция π(3,1)R отношения R на список c = (3,1) 

 R σ”A1=a”R 
 A1 A2 A3 B1 B2 B3 

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ a b c a b c 
\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ a d c a d c 
 b l k    
\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ l m d    
 

 

   

 

   

               а)                                       б)                                в) 

Рис. 1.17 − Селекция отношения R по условию F=σ”A1=a”R 
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Соединение отношений по условию F обозначается 
SR

F
�� и представляет собой отношение, записями которого яв-

ляются конкатенации ),( sr , удовлетворяющие условию F. Та-
ким образом, соединение можно выполнить в два этапа: 1) вы-
полнить операцию расширенного декартова произведения 

SR × ; 2) выполнить селекцию полученного отношения по усло-
вию F. 

)( SRSR F
F

×= σ��  

На рис. 1.18. приведен пример соединения отношений R и S 
по условию  F − "" 11 BA < , где знак « < » означает лексикогра-
фический (алфавитный) порядок. 

 
 
 
 
 
 
 

 
 

 

1.3.4 Решение задачи 7 контрольной работы № 1 

Задача. Отношения R и S заданы в виде таблиц (рис. 1.19,а). 
Совместимы ли эти отношения? Записать обозначение проекции 
R на список )2,3(=c  и выполнить эту операцию. Записать обо-

значение соединения отношений R и S по условию F – «A2≥B1»  
и выполнить эту операцию. 

Решение. Степень отношения R равна 3 (три столбца в таб-
лице), степень отношения S равна 2 (два столбца), значит, отно-
шения R и S несовместимы и над ними нельзя выполнять опера-
ции пересечения, объединения, разности. 

Обозначение операции проекции R)2,3(π . Чтобы выполнить 

эту операцию, выписываем третье и второе поле всех записей в 

 
    R 

  
          S 

              SR
F
��  

A
1 

A
2 

B
1 

B
2 

B
3 

C
1 

C
2 

C
3 

C
4 

C
5 

a b a b c a b c a b 
b c c a b a b b c a 
  

 

b c a 

 

b c c a b 
 

Рис. 1.18 − Соединение отношений R и S  
  F = “A <B ” 
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новую таблицу (вычеркнули столбец  1A , столбцы 2A  и 3A  по-
меняли местами); одинаковых строк нет (рис. 1.19,б). 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Обозначение операции соединения −  
                           )(

12
12

SRSR BA
BA

×= ≥≥
σ�� . 

Результат операции SR ×  – девять записей (к каждой стро-
ке таблицы R приписываем строку таблицы S). Вычеркиваем 
строки, не удовлетворяющие условию  "" 12 BA ≥ , т.е. строки, 
второй элемент которых стоит в алфавите раньше четвертого 
(рис. 1.19,в). 

 
1.3.5 Контрольные вопросы и упражнения 

1. При каких условиях таблица является аналогом n-
арного отношения? 

2. Что называется степенью такого отношения? 
3. Какие отношения в реляционной алгебре называются 

совместимыми? 
4. Составьте конкатенацию записей  « пас « и « тор «. 
5. Отношение R имеет степень 3, отношение S – 4. Какую 

степень будет иметь отношение SR × ? 
6. Операция проекции отношения R на список столбцов 

обозначается _____________________ . 

 
R 

 
S 

 
πCR 

SR
F
��  

A1 A2 A3 B1 B2 C1 C2 D1 D2 D3 D4 D5 

a b c b k c b a b c b k 
k m t c m t m k m t b k 
b a d d t d a k m t c m 
   

 

  

 

  

 

k m t d l 

                         а)                                 б)                                   в) 

              Рис. 1.19 − Операции над отношениями R и S 
                               а) данные отношения; 
                               б) проекция отношения R на список c =(3,2); 
                               в) соединение отношений R и S по условию  
                                   F= «A2≥ B1» 
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7. Как выполняется операция селекции отношения R по 
условию F? 

8. Какие операции и в каком порядке нужно выполнить: 
  ))((

21)2,3( SRAA ∪<σπ ? 

 
1.4 Конечные и бесконечные множества 
 
1.4.1 Равномощные множества 

Напомним, что отображение YXf →:  является биекцией 
(см. 1.2.1) тогда и только тогда, когда каждый элемент х множе-
ства Х имеет единственный образ Yxfy ∈= )( , а каждый эле-

мент Yy ∈  имеет единственный прообраз  Xx ∈ , т.е. )(1 yfx −= . 
Так, соответствие между множествами X и Y на рис. 1.20,а явля-
ется биекцией, а на рис. 1.20, б, в – не является биекцией (объ-
ясните почему). 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                       а)                                   б)                                   в) 

                                  Рис. 1.20 − Соответствие множеств X и Y   
                                                    а) биективное; 
                                                    б) в) не биективное    
 

Определение. Будем говорить, что множества X и Y равно-
мощны, если существует биекция множества X на множество Y. 

Пример. Покажем, что множества ]1;0[=X  и ]3;1[=Y   рав-
номощны. Действительно, можно установить биекцию 

YXf →: , например, по закону 12 += xy (рис. 1.19,а). Биекцию 
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между множествами X и Y можно установить и  геометрически 
(рис. 1.19,б). Через левые концы отрезков проведена прямая l , 
через правые – прямая m. Точка пересечения прямых l и m обо-
значена М. Из точки М проводим лучи, пересекающие оба от-
резка; при этом точке пересечения с лучом на первом отрезке 
соответствует единственная точка пересечения с лучом на вто-
ром отрезке (и наоборот). 

 
1.4.2 Классы равномощных множеств 

Введенное в 1.4.1 отношение равномощности является от-
ношением эквивалентности « ≡ ». В самом деле, оно рефлексив-
но: для каждого множества Х справедливо XX ≡  (Х равномощ-
но Х), так как существует тождественное отображение множест-
ва Х на множество Х.  Это отношение симметрично: если суще-
ствует биекция X на Y , то обратное отображение также является 
биекцией (если YX ≡ , то XY ≡ ). Отношение транзитивно: если 
существует биекция  YXf →:  и существует биекция ZYg →: , то 
соответствие  ))(( xfgz =   отображает X на Z биективно (если 

YX ≡  и XY ≡ , то ZX ≡ ). 
По свойству отношения эквивалентности (см. 1.2.5) получа-

ем разбиение всех множеств на непересекающиеся классы рав-
номощных множеств. Каждому классу присвоим название  − 
кардинальное число. Таким образом, кардинальное число – это 
то общее, что есть у всех равномощных множеств. Обозначим 
кардинальное число множества XcardX −   или ⏐Х⏐. Пустое 
множество имеет кардинальное число card  ∅ =0; для всех ко-
нечных множеств кардинальное число совпадает с количеством 
элементов множества; а для обозначения кардинального числа 
бесконечных множеств используется буква ℵ (алеф). Понятие 
кардинального числа (мощности множества) обобщает понятие 
«количество элементов « на бесконечные множества. 

 
 1.4.3 Сравнение множеств по мощности 

Расположим классы эквивалентности равномощных мно-
жеств в порядке возрастания кардинальных чисел: 
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……… ,210 ,,,,,,2,1,0 ℵℵℵn . 

Для конечных множеств это не вызывает затруднений: 
YX <  означает для конечных множеств, что количество эле-

ментов множества X меньше количества элементов множества Y, 
и класс ⏐X⏐ расположен левее  класса  ⏐Y⏐ в последовательно-
сти классов равномощных множеств. А что означает неравенст-
во ⏐X⏐<⏐Y⏐ для бесконечных множеств? Договоримся о сле-
дующих обозначениях: 

1) если множества X и Y попадают в один класс эквивалент-
ности, пишем ⏐X⏐=⏐Y⏐; 

2) если класс эквивалентности множества X находится ле-
вее класса эквивалентности Y  в ряду кардинальных чисел, ис-
пользуем обозначение ⏐X⏐<⏐Y⏐; 

3) если класс эквивалентности множества X находится пра-
вее класса эквивалентности множества Y, то ⏐X⏐>⏐Y⏐; 

4) в теории множеств строго доказано, что случай, когда 
множества X и  Y несравнимы по мощности, невозможен – это 
означает, что классы равномощных множеств можно вытянуть в 
цепочку без разветвлений по возрастанию мощности. 

Следующая теорема, приведенная без доказательства, по-
зволяет устанавливать равномощность бесконечных множеств.  

Теорема Кантора−Бернштейна. Пусть X и Y два беско-
нечных множества. Если во множестве X есть подмножество, 
равномощное множеству Y, а во множестве Y есть подмножест-
во, равномощное X, то множества X и Y равномощны. 

Пример. Пусть );0(],1;0[ ∞+== YX . Покажем, что ⏐X⏐=⏐Y⏐. 
Непосредственно биекцию X на Y построить трудно, т.к. X – отре-
зок с включенными концами, а Y – открытый интервал. 

Применим теорему Кантора–Бернштейна. Возьмем в каче-
стве подмножества 1X  множества X открытый интервал: 

XX =⊆= ]1;0[)1;0(1 . Биекция 1X на Y легко устанавливается: 
например, по закону xy 5,0log= (рис. 1.22) , осуществляется вза-
имно однозначное отображение интервала (0;1) на интервал 

);0( +∞ . 
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В качестве подмножества YY ⊆1   возьмем любой замкну-

тый интервал из Y, например, YY =+∞⊆= );0(]3;1[1 . В 1.4.1 уже 
показано, что ⏐[1;3]⏐=⏐[0;1]⏐ (существует биекция 12 += xy ). 
Таким образом, условия теоремы Кантора–Бернштейна выпол-
няются, следовательно, множества ]1;0[=X  и );0( ∞+=Y  рав-

номощны (⏐X⏐=⏐Y⏐). 
 
1.4.4 Свойства конечных множеств 

Множество X  называется конечным, если существует би-
екция  },,2,1{: nXf …→ , т.е. множество X можно взаимно од-
нозначно отобразить на отрезок натурального ряда {1,2,…,n}; 
при этом ⏐X⏐= n. 

Все множества, для которых такую биекцию установить не-
возможно, будем называть бесконечными. 

Пустое множество принято относить к конечным множест-
вам и обозначать ⏐∅⏐=0. 

Сформулируем свойства конечных множеств в виде теорем 
(не все теоремы будут строго доказаны). 

Теорема (правило суммы). Пусть множество X является 
объединением r непересекающихся конечных множеств 

riX i …,2,1, = . Тогда 

∑
=

=
r

i
iXX

1

. 

 
               y _ 
                _ 
                _ 
            Y  _     y =log0,5 x  
                _ 
                _ 
                _ |  |  | 
             0     X1  1             x  

    Рис. 1.22 − Биекция множества X1=(0;1) 
                      на множество Y = (0;+∞) 
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Согласно условию теоремы система множеств 
},,,{ 21 rXXX …  является разбиением множества X. Доказатель-

ство проведем методом математической индукции по числу r 
блоков разбиения. 

Шаг 1. Покажем, что теорема справедлива при  2=r . Пусть 
=∩∪= 2121 , XXXXX ∅  и множества 21 , XX  конечны, т.е. су-

ществует биекция  },,2,1{: 11 nXf …→  и  },,2,1{: 22 nXf …→ . Ус-

тановим биекцию },,2,1{: 21 nnXf +→ …  следующим образом: 

всем элементам множества 1X оставим прежние номера, а номе-
ра элементов множества 2X  увеличим на число 1n . Полученное 
отображение  

⎩
⎨
⎧

∈+
∈

=
221

11

),(

;),(
)(

Xxеслиxfn

Xxеслиxf
xf  

является биекцией },,2,1{: 21 nnXf +→ … в силу биективности 

1f  и 2f . Следовательно, 2121 XXnnX +=+= . Основание ин-

дукции доказано. 
Шаг 2 . Индукционный переход заключается в следующем: 

предположим, что теорема справедлива при числе блоков раз-
биения 1−r ; докажем, что в этом случае она будет справедлива 
и при числе    блоков r.  

Предположение: множества 1,2,1, −= riYi … ,  конечны и 

образуют разбиение множества Y. Тогда .
1

1

1

1
∑∑

−

=

−

=

==
r

i
i

r

i
i nYY  

Рассмотрим разбиение множества X на  r конечных мно-

жеств. Тогда rr

r

i
i XXXXXX ∪∪∪∪== −

=

)...( 121
1
∪  по закону 

ассоциативности объединения. Обозначим ∪
1

1

.
−

=

=
r

i
iXY  Опираясь 

на основание индукции (шаг 1), имеем rr XYXYX +=∪= ,  

а по индукционному предположению  
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.
1

1

1

1

1
∑∑

=

−

=

−

=

=+=+=
r

i
ir

r

i
ir

r

i
i XXXXXX ∪   

Индукционный переход доказан. 
Заключение. Согласно методу математической индукции, 

теорема справедлива для любого натурального числа r блоков 
разбиения. 

Теорема (правило произведения). Пусть конечное множест-
во X представлено в виде декартова произведения r конечных 
множеств  rXXX ××× …21 . Тогда rXXXX ⋅⋅⋅= …21 . 

Правило произведения доказывается методом математиче-
ской индукции аналогично правилу суммы. 

Теорема (о мощности булеана конечного множества). Пусть 

множество X конечно и nX = . Тогда nX 2)(B = . 

Напомним, что B(X) есть булеан множества X, т.е. множест-
во всех подмножеств множества X. При построении булеана в 
1.1.8 мы использовали эту теорему без доказательства. 

Доказательство. Множество X конечно, значит, существу-
ет биекция },...,2,1{: nXf → . Зафиксируем порядок элементов 

множества },...,,{ 21 nxxxX =  и рассмотрим множество V всех 
упорядоченных наборов длины n, состоящих из нулей и единиц:  

},...,2,1},1,0{),...,,{( 21 nivvvvV in =∈= . 

Установим взаимно однозначное соответствие (биекцию) 
)(: B XV →ϕ следующим образом: элементу Vvvv n ∈),...,,( 21 со-

поставляем множество )(B XY ∈ , содержащее те и только те 
элементы Xxi ∈ , для которых nivi ,...,2,1,1 == . Легко прове-
рить, что данное соответствие является биекцией. Таким обра-
зом, множество V  и  )(B X  равномощны. Но множество V явля-
ется декартовым произведением n одинаковых сомножителей 

}1,0{=E , т.е. nEV =  и по теореме о мощности произведения 
nnn EEV 2=== , следовательно, и nX 2)(B = . 
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Теорема (правило включения – исключения). Пусть 1X  и 

2X  конечные множества. Тогда 212121 XXXXXX ∩−+=∪ . 

Доказательство теоремы опирается на правило суммы. 
Представим множество 21 XX ∪  в виде объединения непересе-
кающихся множеств CBAXX ∪∪=∪ 21 , где 21 \ XXA = , 

21 XXB ∩= , 12 \ XXC = (рис.1.23). Тогда по правилу суммы 

CBAXX ++=∪ 21 , но CBXBAX ∪=∪= 21 , , поэтому 

BAX +=1 , CBX +=2 . Имеем CBBAXX +++=+ 21 ,       

отсюда =−+=∪ BXXXX 2121 2121 XXXX ∩−+ . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Теорема (обобщенное правило включения – исключения). 

Пусть конечное множество X является объединением r конеч-

ных множеств: ∪
r

i
iXX

1

.
=

= Тогда  

....)1(... 21
1

1

11

r
r

rkji
kji

rji
ji

r

i
i

XXXXXX

XXXX

∩∩∩−+−∩∩+

+∩−=

+

≤<<≤

≤<≤=

∑

∑∑
 

 
Теорема доказывается методом математической индукции 

по числу r блоков покрытия множества X. 

                   X                            Y 
 
 
 
 
 
 
 
               A             B               C 

Рис. 1.23 − Правило включения-
исключения 
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1.4.5 Определение счетного множества 

 Будем говорить, что множество X счетно, если оно равно-
мощно множеству натуральных чисел N.  

Пример 1. Пусть X  множество нечетных натуральных чи-
сел. Покажем, что X счетно. Для этого нужно установить биек-
цию множества X на множество натуральных чисел, т.е. зануме-
ровать элементы множества X так, чтобы каждому элементу X 
соответствовал ровно один номер, а любому натуральному чис-
лу  соответствовал ровно один элемент из  X.  Очевидно, соот-
ветствие ∈−= nnfn ,12 N, удовлетворяет этим требованиям: 
 

,...},...,4,3,2,1{

,...}12,...,7,5,3,1{

nN

nX

=

−=
77777  

 
Таким образом, ⏐X⏐=⏐N⏐ и X счетно. 
Пример 2. Пусть X=N×N – декартово произведение множе-

ства N на себя. Покажем, что X счетно. Расположим все элемен-
ты X в виде матрицы (рис. 1.24) и занумеруем его элементы  « 
по диагоналям «: номер 1 присвоим элементу (1,1), номер 2 – 
элементу (2,1), 3 – (1,3) и т.д.  

 
 
 
 
 
 
 
Полученное отображение X на N также является биекцией 

(хотя записать формулу в явном виде сложнее, чем в примере 1). 
Мощность счетного множества обозначается ℵ0. Когда мы 

пишем ⏐X⏐=ℵ0, мы утверждаем, что множество X счетно, т.е. 
относится к тому же классу эквивалентности, что и множество 
натуральных чисел. А множество N считается эталоном (образ-
цом) счетных множеств. 

 

      1     2    3    … 
        1 (1,1)1 (1,2)3 (1,3)6 … 
        2 (2,1)2 (2,2)5 (2,3)9 … 
        3  (3,1)4 (3,2)8 (3,3)13 … 
       …  … … … … 

 
Рис. 1.24 − Множество X = N×N 
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1.4.6 Свойства счетных множеств 

Покажем, что класс счетных множеств расположен в ряду 
мощностей левее любых других классов бесконечных множеств, 
а предшествуют ему только классы конечных множеств (рис. 
1.25).  

 
 
 
 
 
  
 
 

 
Основой для  такого утверждения служат следующие тео-

ремы о счетных множествах. 

Теорема 1. Любое подмножество счетного множества ко-
нечно или счетно. 

Пусть X – счетное множество, а XY ⊆  – произвольное его 
подмножество. Занумеруем элементы множества  

},,,{ 21 …… nxxxX =  и выберем тот элемент, который имеет ми-
нимальный номер и принадлежит подмножеству Y, – обозначим 
его 1y . Затем рассмотрим множество }{\ 1yX  и найдем в нем 
элемент с минимальным номером, принадлежащий Y, – обозна-
чим 2y , и т.д. Если на n-ом шаге мы не обнаружим в множестве 

},,{\ 21 nyyyX …  элементов множества Y, то Y конечно и ⏐Y⏐=n. 
В противном случае (если процесс будет продолжаться беско-
нечно) множество Y счетное, т.к. указан способ нумерации его 
элементов. 

Теорема 2. Всякое бесконечное множество имеет счетное 
подмножество. 

Пусть X – бесконечное множество. Выберем произвольный 
элемент Xx ∈1 . Так как X бесконечно, то ≠}{\ 1xX ∅. Обозна-
чим 2x  произвольный элемент из }{\ 1xX . Далее найдется 

 
0,  1,  2, … ,  n,           ℵ0,            ℵ1, ℵ2, …    
 
 
         классы             класс            классы       
       конечных        счетных   других бесконечных 
       множеств       множеств         множеств 

Рис. 1.25 − Ряд мощностей множеств 
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},,{\ 213 xxXx ∈  …},,,{\ 3214 xxxXx ∈ . Поскольку X бесконеч-
но, этот процесс не может оборваться из-за «нехватки» элемен-
тов, и мы получим счетное подмножество Y множества X: 

XxxxY ⊆= },,,{ 321 … . 

Теорема 3. Объединение конечного или счетного количест-
ва счетных множеств есть множество счетное.  

Пусть ∪
∞

=

=
1n

nXX , где …… ,,,, 21 nXXX  – счетные множест-

ва.  Будем считать, что они попарно не пересекаются (в против-
ном случае перейдем от множеств nX  к множествам 

∪
1

1

\
−

=

=
n

k
knn XXY , которые попарно не пересекаются и 

∪∪
∞

=

∞

=

=
11 n

n
n

n YX ). Все элементы множества X запишем в виде бес-

конечной матрицы: 

…………
…
…
…

333431

232221

131211

xxx

xxx

xxx

  , 

где в первой строке записаны элементы множества 1X , во вто-

рой – 2X и т.д. Занумеруем эти элементы «по диагонали» (как в 
примере 2 из 1.4.5), при этом устанавливается биекция между 
множествами X и N, т.е. X – счетное множество. 

Теорема 4. Пусть X бесконечное множество, а Y – счетное. 
Тогда XYX =∪ . 

Теорема утверждает, что добавление счетного множества 
элементов не увеличивает мощность бесконечного множества. 

Доказательство. Рассмотрим множество YXZ ∪=  и 
представим его в виде объединения непересекающихся мно-
жеств ,1YXZ ∪=  где XYY \1 = . Так как Y счетно, то 1Y  конеч-
но или счетно (по теореме 1). Множество X бесконечно, значит, 
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существует счетное подмножество XX ⊆1 (по теореме 2). Тогда 
)\( 11 XXXX ∪= , а  

)()\()\( 1111111 YXXXYXXXYXZ ∪∪=∪∪=∪= . 

По теореме 3 11 YX ∪  счетно, т.е. 111 XYX =∪ . Поэтому 

XXXXZ =∪= 11)\( . Теорема доказана. 
В примере 1 из 1.4.5 мы установили, что множество N рав-

номощно своему собственному подмножеству. Рассуждения, 
близкие к доказательству теоремы 4, позволяют утверждать, что 
таким свойством обладает не только множество N, но любые 
бесконечные множества.  

Рассмотренные четыре теоремы показывают, что среди бес-
конечных множеств счетные множества являются наименьшими 
по мощности. Существуют ли множества более чем счетные? 
 

1.4.7 Несчетные множества 

Рассмотрим множество ⊂= ]1;0[X R. Сравним его с множе-
ством N. Очевидно, что ≥]1;0[ ⏐N⏐. Действительно, отрезок 

[0;1] содержит счетное подмножество ,...}1,...,4
1,3

1,2
1,1{ n , зна-

чит, является не менее, чем счетным. Покажем, что [0;1] и N не 
являются равномощными множествами, т.е. что 0]1;0[ ℵ≠ . 

Теорема. Множество точек отрезка [0;1] не является счет-
ным. 

Проведем доказательство методом «от противного». Пред-
положим, что множество [0;1] счетно, т.е. существует биекция N 
на [0;1], и каждому элементу отрезка можно присвоить номер: 

∈∈= iaa ii ],1;0[{]1;0[ N}. Каждый элемент отрезка [0;1] пред-

ставляется в виде бесконечной десятичной дроби 
…321,0 iiiia ααα= , где jiα – j-я десятичная цифра i-го элемента. 

Запишем все элементы ∈iai , N,  в порядке возрастания номеров. 
Покажем, что найдется элемент b, принадлежащий отрезку [0;1], 
но не совпадающий ни с одним из занумерованных элементов 

∈iai , N. Метод построения такого элемента называется диаго-
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нальной процедурой Кантора и заключается в следующем. Бу-
дем строить элемент b в виде бесконечной десятичной дроби 

…321,0 βββ=b , где iβ – i-я десятичная цифра. В качестве 1β  

возьмем любую цифру, не совпадающую с 11α , 2β  – любую 

цифру, не совпадающую с 22α , и т.д., nnn αβ ≠  при любых ∈n N 
(рис. 1.26). Построенный таким образом элемент b принадлежит 
отрезку [0;1], но отличается от каждого из занумерованных эле-
ментов iα  хотя бы одной цифрой. Следовательно, предположе-
ние о том, что существует биекция :f  N → [0;1]  ошибочно, и 
множество [0;1] не является счетным. 
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            Рис. 1.26 − Диагональная процедура Кантора 
 
Итак, мы показали, что ⏐[0;1]⏐>⏐N⏐, т.е. класс эквивалент-

ности, которому принадлежит отрезок [0;1], расположен правее 
класса ℵ0 счетных множеств в ряду мощностей (рис. 1.25). Обо-
значим этот класс ℵ (без индекса). Множества, принадлежащие 
этому классу, называются несчетными или множествами мощ-
ности континуум (континуум – непрерывный). Этому классу 
принадлежат и интервал (0;1), и множество R действительных 
чисел, и множество точек круга на плоскости.  

Пример. Множество R имеет мощность континуума, т.к. 
равномощно отрезку [0;1]. Действительно, по теореме Кантора-
Бернштейна (см. 1.4.3) ⏐[0;1]⏐= ⏐(0;1)⏐. Биекцию интервала 
(0;1)  на множество R можно задать с помощью сложной функ-
ции ))(( xgfy = , где )(xgz =  имеет вид 2

ππ −= xz  и отобра-
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жает интервал (0;1) на интервал )( 2;2
ππ− , а )(zfy =  отображает 

интервал )( 2;2
ππ−  на R по закону ztgy = . 

 
1.4.8 Булеан бесконечного множества. Выводы 

Мы показали, что несчетные множества имеют мощность 
большую, чем счетные. А существуют ли множества наиболь-
шей мощности?  На этот вопрос отвечает теорема, на основании 
которой мы можем утверждать, что не существует множества 
наибольшей мощности: для каждого множества X мы можем 
построить его булеан, т.е. множество большей мощности. Это 
означает, что ряд мощностей (рис. 1.25) неограничен. 

Теорема. Пусть X – бесконечное множество. Мощность бу-
леана множества X больше мощности множества X. 

Доказательство. Очевидно, что мощность булеана B(X) не 
меньше мощности множества X: булеан имеет подмножество 
одноэлементных множеств, равномощное множеству X. Остает-
ся показать, что XX ≠)(B . 

Предположим противное: пусть XX =)(B . Это означает, 
что существует биекция )(: B XX →ϕ , т.е. каждый элемент x 

множества X имеет единственный прообраз )()( B XMx x ∈=ϕ , а 
каждый элемент булеана имеет единственный прообраз во мно-
жестве X. Рассмотрим множество )}(,{0 xxXxxM ϕ∉∈= . По-

кажем, что множество 0M  хотя и принадлежит булеану )(B X , 

но не имеет прообраза  0x  во множестве X.  
Действительно, пусть такой элемент 0x  существует, т.е. 

000 )(, MxXx =∈ ϕ . Тогда возможны два варианта: а) 00 Mx ∈ , 

б) 00 Mx ∉ . 

Случай а) невозможен, т.к. )( 00 xM ϕ=  и 0Mx∈∀  выполня-

ется )(xx ϕ∉ , следовательно, 000 )( Mxx =∉ϕ . Аналогично не-
возможен и случай б): 00 Mx ∉ , значит, )( 00 xx ϕ∈ , но 

00 )( Mx =ϕ . Полученное противоречие показывает, что не су-
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ществует элемента Xx ∈0 , являющегося прообразом множества 
)(B0 XM ∈ .  

Следовательно, предположение о равномощности множеств 
X и )(B X  неверно и остается принять XX >)(B . 

Итак, используя понятие «мощность», мы сравниваем меж-
ду собой не только конечные, но и бесконечные множества. 
Мощность – это то общее, что есть у всех равномощных мно-
жеств, а общим у них является класс эквивалентности. Мы го-
ворим, что множество имеет мощность ℵ0, и это означает, что 
оно принадлежит тому же классу эквивалентности, что и мно-
жество натуральных чисел; мы говорим, что множество имеет 
мощность континуума, и это означает, что оно принадлежит то-
му же классу, что и отрезок [0;1] (табл. 1.5). Другие классы бес-
конечных множеств используются реже, чем счетные и несчет-
ные. 

 
    Таблица 1.5 − Мощность множества 
 

Множество Эталон Мощность 
Конечное {1, 2, … ,n} n 
Счетное N ℵ0 
Несчетное [0;1] ℵ 

 
1.4.9 Решение задач 8, 9 контрольной работы 1 

Задача 8. Даны множества }0,1,2{ −−=A   и  ∈−= nnB 14{ N}. 

Какова мощность множеств BABABA ×∪∩ ,, ? 
Решение. Множество A конечно и  задано перечислением 

своих элементов, множество B задано характеристическим свой-
ством. Запишем несколько первых элементов множества 

},15,11,7,3{ …=B . Видим, что =∩ BA ∅ и 0=∩ BA , т.е. мно-

жество BA ∩  конечно. 
Покажем, что множество },15,11,7,3,0,1,2{ …−−=∪ BA  

счетно. Занумеруем его элементы: 
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Задана биекция множества N на множество BA ∪ , следо-
вательно, BA ∪ счетно и 0ℵ=∪ BA . 

По определению декартова произведения },),{( BbAabaBA ∈∈=× . 

Запишем элементы этого множества в виде матрицы (рис. 1.27) 
и занумеруем  их по столбцам. 

 

 
 
 
 
 
 

Замечаем, что если номер n делится на 3 без остатка, то 
первый элемент пары равен 0; если номер n делится на 3 с ос-
татком 1, то первый элемент пары равен –2; если номер n делит-
ся на 3 с остатком 2, то первый элемент пары равен –1. Поэтому 
способ нумерации может быть задан следующим образом: 

⎪
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и множество BA×  счетно, т.е. имеет мощность ℵ0. 
Задача 9. Равномощны ли множества );0( ∞+=X  и 

]1;0[}1{ ∪−=Y ? 
Решение. Покажем, что множества равномощны по теореме 

Кантора–Бернштейна, т.е. покажем, что найдется XX ⊆1  такое, что 

1X  равномощно Y, и найдется YY ⊆1  такое, что 1Y  равномощно X. 

Выберем в качестве 1X  множество ]4;3[}1{ ∪  и установим 

биекцию YXf →1:  следующим образом: 

⎩
⎨
⎧

∈−
=−

=
].4,3[ если ,3

;1 если ,1
)(

xx

x
xf  

A↓B→ 3 7 11 15 … 
-2 (-2,3)1 (-2,7)4 (-2.11)7 (-2,15)10 … 
-1 (-1,3)2 (-1,7)5 (-1,11)8 (-1,15)11 … 
0 (0,3)3 (0,7)6 (0,11)9 (0,15)12 … 

 
Рис. 1.27 − Множество A × B 
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Множества 1X  и Y равномощны. 

Пусть YY ⊆= )1;0(1 . Установим биекцию XYg →1:  по за-
кону xxg 5,0log)( = . Множества 1Y  и X равномощны. По теореме 
Кантора–Бернштейна YX = . 

 
1.4.10 Контрольные вопросы и упражнения 

1. Является ли биекцией отображение 2)( xxf = , заданное 
на отрезке  [–1;1]? А заданное на [0;1]?  

2. Являются ли равномощными множества ]1;0[=X  и 
]0;2[−=Y ? 

3. Являются ли равномощными множество }2,1{=X  и 

множество корней квадратного уравнения 042 =++ xx ? 
4. Сформулируйте теорему Кантора–Бернштейна. 
5. Покажите, пользуясь теоремой Кантора–Бернштейна, 

что множества ]1;0[=X  и ]5;4[]3;0[ ∪=Y  равномощны. 
6. Даны множества }7,5,2{=X  и }8,6,3{=Y . Чему равно 

YX ∪ ? 

7. Впишите ответ: 
   Если }7,5,2{=X , }8,5,3{=Y , то =∪YX ________ . 

8. Пусть }4,2{=X . Тогда ⏐B(X)⏐=______, 
B(X)={______________}. 

9. Сколько подмножеств имеет множество }7,5,3,1{=X ? 
10. Какое множество называется счетным? 
11. Покажите, что множество целых чисел Z счетно. 
12. Мощность счетного множества обозначается    _____ . 
13. Сформулируйте свойства счетных множеств. 
14. Множество X – все натуральные числа, делящиеся на 3; 

множество Y – натуральные числа, делящиеся на 4. Ка-
кова мощность множества YX ∪ ? 

15. Используя обобщенное правило включения-исключения    
(см. 1.4.4) решите задачу 1 контрольной работы 1. 
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2 КОМБИНАТОРИКА. ОСНОВЫ ТЕОРИИ ГРУПП 
 

2.1 Комбинаторика 
 

2.1.1 Задачи комбинаторики 

Комбинаторика решает для конечных множеств задачи сле-
дующего типа: 

а) выяснить, сколько существует элементов, обладающих 
заданным свойством; 

б) составить алгоритм, перечисляющий все элементы с за-
данным свойством; 

в) отобрать наилучший по некоторому признаку среди пе-
речисленных элементов. 

Мы будем заниматься только задачами первого типа. При 
этом будет идти речь об отборе r элементов с заданным свойст-
вом из конечного множества X, состоящего из n элементов. Ре-
зультат такого отбора будем называть выборкой. Нас будет ин-
тересовать вопрос о количестве выборок заданного типа. 

 
2.1.2. Типы выборок 

Выборки делятся на типы по двум признакам: а) важен ли 
порядок отбора элементов; б) есть ли среди отобранных элемен-
тов одинаковые. Будем обозначать n – количество элементов в 
исходном множестве X, r – количество элементов в выборке. 

Упорядоченный набор элементов, среди которых нет по-
вторяющихся, называется размещением из n элементов по r. 

Количество размещений обозначается Ar
n  (табл. 2.1).  

Таблица 2.1 − Типы выборок 
 Повторений  

элементов нет 
Повторения  

элементов есть 
Порядок важен A

r
n

 

размещения 
A

r
n
 

размещения с 
повторениями 

Порядок не ва-
жен 

C
r
n
 

сочетания 
C

r
n
 

сочетания с по-
вторениями 



 58

Пример. Определяя трех победителей олимпиады среди 20 
участников, мы составляем размещения из 20 элементов по 3, 
т.к. порядок в этом списке важен (первое, второе, третье место), 
и ни одна фамилия не может появиться в нем дважды. 

Упорядоченный набор элементов, среди которых могут 
быть одинаковые, называется размещением с повторениями. 

Количество таких выборок обозначается  A
r
n

.  

Пример. Составляя всевозможные четырехзначные теле-
фонные номера из десяти цифр, мы получаем размещения с по-
вторениями из 10  по 4, т.к. в телефонном номере могут встре-
титься одинаковые цифры, порядок записи цифр важен. 

Неупорядоченный набор элементов, среди которых нет по-
вторяющихся, называется сочетанием из n элементов по r. Ко-

личество сочетаний обозначается  С r
n .  

Пример. Из восьми человек нужно выбрать троих, чтобы 
вручить им лопаты для уборки снега. Здесь порядок отбора не 
важен, и одному человеку вручить две лопаты не удастся – име-
ем сочетание из восьми по три. 

Неупорядоченный набор элементов, среди которых могут 
быть одинаковые, называется сочетанием с повторениями. 

Количество таких выборок обозначается С
r
n

.  

Пример. С трех различных негативов хотим напечатать 
пять фотографий. Здесь порядок печати не важен, а в получен-
ном наборе обязательно будут одинаковые фотографии – это 
сочетания с повторениями из трех элементов по пять. 

 
2.1.3 Основные правила комбинаторики 

В 1.4.6 мы доказывали теоремы о свойствах конечных мно-
жеств. Именно они, лишь в другой формулировке, используются 
при выводе формул комбинаторики как основные правила. 

Правило суммы. Если элемент a может быть выбран m спо-
собами, а элемент b другими k способами, то выбор одного из 
этих элементов – a или b может быть сделан m+k способами. 

Пример. На конюшне четыре лошади и два пони. Сколько 
возможностей выбрать себе скакуна? Здесь используем правило 
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суммы: выбираем один элемент из двух множеств (лошадь или 
пони) 624 =+  способами. 

Правило произведения. Если элемент a может быть выбран 
m способами, а после этого элемент b выбирается k способами, 
то выбор пары элементов ),( ba в заданном порядке может быть 
произведен km ⋅  способами. 

Пример. Пару лыж можно выбрать шестью способами, па-
ру ботинок – тремя. Сколькими способами можно выбрать лыжи 
с ботинками? Здесь выбираем пару элементов (лыжи, ботинки) – 
всего 1836 =⋅  способов. 

Правило включения-исключения. Если свойством S обла-
дает m элементов, а свойством P обладает k элементов, то свой-
ством S или P обладает lkm −+  элементов, где l – количество 
элементов, обладающих одновременно и свойством S, и свойст-
вом P.  

Пример. На полке стоят банки с компотом из яблок и груш. 
В десяти банках есть яблоки, в шести – груши, в трех – и ябло-
ки, и груши. Сколько всего банок на полке? Здесь 

3,6,10 === lkm , т.е. всего на полке 133610 =−+=−+ lkm  
банок.  

 
2.1.4 Размещения с повторениями 

Задача. Определить количество всех упорядоченных набо-
ров ),,,( 21 rxxx …  длины r, которые можно составить из элемен-

тов множества X ( nX = ), если выбор каждого элемента 
rixi ,,2,1, …= , производится из всего множества X. 

Упорядоченный набор  ),,,( 21 rxxx …  – это элемент декарто-

ва произведения rXXXX =××× … , состоящего из r одинако-
вых множителей X. По правилу произведения количество эле-
ментов множества rX  равно rrr nXX == . Мы вывели фор-

мулу rr

n
nA = . 

Пример. Сколько четырехзначных телефонных номеров 
можно составить, если использовать все десять цифр? 
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Здесь 4,10 == rn , и количество телефонных номеров равно  

.100001044

10
==A  

 
2.1.5 Размещения без повторений 

Задача. Сколько упорядоченных наборов ),,,( 21 rxxx …  
можно составить из n элементов множества X, если все элемен-
ты набора различны? 

Первый элемент 1x  можно выбрать n способами. Если пер-

вый элемент уже выбран, то второй элемент 2x  можно выбрать 
лишь 1−n  способами, а  если уже выбран 1−r  элемент 

121 ,,, −rxxx … , то элемент rx можно выбрать 1)1( +−=−− rnrn  
способами (повторение уже выбранного элемента не допускает-
ся). По правилу произведения получаем   

).1(...)1( +−⋅⋅−⋅= rnnnA
r

n
 

Эта формула записывается иначе с использованием обозна-
чения nn ⋅⋅⋅= …21! . Так как  

,!12...)()1(...)1()!( nrnrnnnrnAr
n =⋅⋅⋅−⋅+−⋅⋅−⋅=−⋅  

то 

)!(

!

rn

n
A

r
n −

= . 

Пример. Сколько может быть различных списков победи-
телей олимпиады (первое, второе, третье место), если участво-
вало 20 человек? 

Здесь 3,20 == rn , искомым является число  

.6840181920
!17

!20

)!320(

!203
20 =⋅⋅==

−
=A  

 

2.1.6 Перестановки без повторений 

Рассмотрим частный случай размещения без повторений: 
если rn = , то в размещении участвуют все элементы множества 
X, т.е. выборки имеют одинаковый состав и отличаются друг от 
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друга только порядком элементов. Такие выборки называются 
перестановками. Количество перестановок из n элементов обо-
значают nP : 

!1...)1()1(...)1( nnnnnnnAP n
nn =⋅⋅−⋅=+−⋅⋅−⋅==  

Пример. Сколькими способами можно выстроить очередь в 
кассу, если хотят получить зарплату шесть человек? 

720621!66 =⋅⋅⋅== …P . 
 
2.1.7 Перестановки с повторениями 

Пусть множество X состоит из k различных элементов: 
},,,{ 21 kxxxX …= . Перестановкой с повторениями состава 

),,,( 21 krrr …  будем называть упорядоченный набор длины 

krrrn +++= …21 , в котором элемент ix  встречается ir  раз 
),,2,1( ki …= . Количество таких перестановок обозначается 

),,,( 21 kn rrrP … . 
Пример. Из букв },,{ cba  запишем перестановку с повторе-

нием состава )1,2,2( . Ее длина 5122 =++=n , причем буква a 
входит 2 раза, b – 2 раза, c – один раз. Такой перестановкой бу-
дет, например, ),,,,( cbaba  или ),,,,( baacb . 

Выведем формулу количества перестановок с повторения-
ми. Занумеруем все одинаковые элементы, входящие в переста-
новку, различными индексами, т.е. вместо перестановки 

),,,,( cbaba  получим ),,,,( 2211 cbaba . Теперь все элементы пере-
становки различны, а количество таких перестановок равно 

)!(! 21 krrrn +++= … . Первый элемент встречается в выборке 1r  
раз. Уберем индексы у первого элемента (в нашем примере по-
лучим перестановку ),,,,( 21 cbaba ), при этом число различных 

перестановок уменьшится в !1r  раз, т.к. при изменении порядка 
одинаковых элементов наша выборка не изменится. Уберем ин-
дексы у второго элемента – число перестановок уменьшится в 

!2r  раз. И так далее, до элемента с номером k – число перестано-

вок уменьшится в !kr  раз. Получим формулу 
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.
!...!!

!
),...,,(

21
21

k
kn rrr

n
rrrP

⋅⋅⋅
=  

Пример. Сколько различных «слов» можно получить, пере-
ставляя буквы слова «передача»? 

В этом слове буквы «е» и «а» встречаются два раза, осталь-
ные по одному разу. Речь идет о перестановке с повторением 
состава )1,1,1,1,2,2(  длины 8111122 =+++++=n . Количество 
таких перестановок равно  

100802!7
!1!1!1!1!2!2

!8
)1,1,1,1,2,2(8 =⋅=

⋅⋅⋅⋅⋅
=P . 

 
2.1.8 Сочетания 

Задача. Сколько различных множеств из r элементов мож-
но составить из множества, содержащего n элементов? 

Будем составлять вначале упорядоченные наборы по r эле-
ментов в каждом. Количество таких наборов (это размещения из 

n элементов по r) равно 
)!(

!

rn

n
A

r
n −

= . Теперь учитываем, что 

порядок записи элементов нам безразличен. При этом из !r  раз-
личных размещений, отличающихся только порядком элемен-
тов, получим одно сочетание. Например, два различных разме-
щения ),( ba   и ),( ab  из двух элементов соответствуют одному 

сочетанию },{ ba . Таким образом, число сочетаний r
nС в !r  раз 

меньше числа размещений r
nA : 

.
)!(!

!

! rnr

n

r

AС
r
nr

n −
==  

Пример. Количество способов, которыми мы можем вы-
брать из восьми дворников троих равно 

.56
!5!3

!8

)!38(!3

!83
8 =

⋅
=

−
=С  
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2.1.9 Сочетания с повторениями 

Задача. Найти количество r
nС  сочетаний с повторениями из 

n предметов по r.  
Рассмотрим вывод формулы на примере с фотографиями          

(см. 2.1.2). Имеется n типов предметов ( 3=n  негатива). Нужно 
составить набор из r предметов ( 5=r  фотографий). Наборы 
различаются своим составом, а не порядком элементов. Напри-
мер, разными будут наборы состава )1,1,3(  и )4,0,1(  – один со-
держит три фотографии с первого негатива и по одной со второ-
го и с третьего, а другой – одну с первого и четыре с третьего. 
Разложим эти наборы на столе, разделяя фотографии разного 
типа карандашами. Карандашей нам понадобится 2131 =−=−n , 
а фотографий 5=r . Мы будем получать различные сочетания с 
повторениями, переставляя между собой эти rn +− )1(  предме-
тов, т.е. ),1(1 rnPС rn

r
n −= +− − число сочетаний с повторениями из 

n предметов по r равно числу перестановок с повторениями 
длины rn +−1  состава ),1( rn − . В нашем примере  

.21
!5!2

!7
)5,2()5,13( 7513

5
3 =

⋅
==−= +− PPС  

Иначе формулу сочетаний с повторениями можно записать 

.
!)!1(

)!1(
1

r
rn

r
n C

rn

rnС +−=
⋅−

+−=  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Определить n и r 
                             Порядок важен? 
            Нет                                                       Да      
     Повторения 
           есть? 
  Нет                  Да  

                   Выбираем все n 
                       элементов?  
       Нет                                           Да 
    Повторения  
            есть?              
Нет                   Да     

     Повторения 
            есть? 
 Нет                  Да 

 
 

=r
nC  

)!(!

!

rnr

n

−
 

 
 

=r
nC  
r

rnC +−1  
=r

nA  

)!(

!

rn

n

−
 

=r
nA  

   rn  

!nPn =  )...( 1 kn rrP  

!!...

!

1 krr

n=  

Рис. 2.1 − Выбор формулы 
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1.2.10 Решение задач 2,3 контрольной работы № 2 

При решении задач комбинаторики рекомендуем выбирать 
нужную формулу, пользуясь блок-диаграммой (рис. 2.1).  

Задача 3. В профком избрано 9 человек. Из них надо вы-
брать председателя, его заместителя и казначея. Сколькими спо-
собами это можно сделать? 

Решение. Составим список в порядке: председатель, замес-
титель, казначей. Выбираем трех из 9 человек, т.е. 3,9 == rn . 
Порядок важен? Да, выбираем правую часть блок-диаграммы 
(рис. 2.1). Следующий вопрос: выбираем все n элементов? Нет. 
Повторения есть? Нет. Следовательно, наша выборка – разме-
щение без повторений и количество таких выборок 

.504987
!6

!9

)!39(

!93
9 =⋅⋅==

−
=A  

Задача 2. Сколькими способами 40 человек можно расса-
дить в три автобуса, если способы различаются только количе-
ством человек в каждом автобусе?  

Решение. Выстроим 40 человек в очередь и выдадим каж-
дому билет с номером автобуса. Получим выборку, например, 
такую: 1,2,,1,3,2,2,1,1 … . В этой выборке 40 элементов ( 40=r ), 
а значений – номеров автобусов – три ( 3=n ). Порядок важен? 
Чтобы ответить на этот вопрос, поменяем местами двух человек 
в очереди и посмотрим, изменилась ли выборка. Выборка не из-
менилась, т.к. количество людей в каждом автобусе осталось 
прежним. Порядок не важен, поэтому выбираем левую часть 
блок-диаграммы (рис. 2.1). Повторения есть? Да, в нашей вы-
борке номер автобуса может встречаться несколько раз. Следо-
вательно, выборка является сочетанием с повторениями из 3=n  
по 40=r  элементов: 

.8612141
!2!40

!42

)!13(!40

)!4013(40
3 =⋅=

⋅
=

−⋅
+−=С  

 
2.1.11 Бином Ньютона 

В школе изучают формулы сокращенного умножения: 
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.33)(

,2)(
32233

222

babbaaba

bababa

+++=+

++=+
 

Бином Ньютона позволяет продолжить этот ряд формул. 
Раскроем скобки в следующем выражении: 

���� 
���� 	� …
разn

n babababa )())(()( +++=+  

Общий член суммы будет иметь вид .knkbCa −  Чему равен 
коэффициент C? Он равен количеству способов, которыми 

можно получить слагаемое knkba − (т.е. количеству способов, ко-
торыми можно выбрать k скобок с множителем a, а из осталь-
ных kn −  скобок взять множитель b). Например, если 

,2,5 == kn то слагаемое 32ba  можем получить, выбрав множи-
тель a из первой и пятой скобки. Каков тип выборки? Порядок 
перечисления не важен (выбираем сначала первую, затем пятую 
скобки, или, наоборот, сначала пятую, затем первую – безраз-
лично), повторяющихся элементов (одинаковых номеров ско-
бок) в выборке нет. Это сочетание без повторений. Количество 
таких выборок равно 

.
)!(!

!

knk

nС k
n −

=  

Таким образом, формула бинома для произвольного нату-
рального n имеет вид: 

nn
n

nn
n

n
n

n
n

n
n

n aCbaCbaCabCbCba +++++=+ −−−− 11222110 ...)(  
или 

∑
=

−=+
n

k

knkk
n

n baCba
0

)( . 

Пример. При 4=n  получим формулу 

,464

)(
432234

44
4

33
4

222
4

31
4

40
4

4

ababaabb

aCbaCbaCabCbCba

++++=

=++++=+
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т.к. ...;6
)!24(!2

!4
;4

)!14(!1

!4
;1

)!04(!0

!4 2
4

1
4

0
4 =

−
==

−
==

−
= CCC  

Проверьте правильность формулы, перемножив 3)( ba +  на 
)( ba + . 
Строгое доказательство формулы бинома Ньютона прово-

дится методом математической индукции. 
 
2.1.12 Свойства биномиальных коэффициентов 

Биномиальными коэффициентами являются величины  

)!(!

!

knk

nС k
n −

= , 

которые выражают число сочетаний из n элементов по k. Эти 
величины обладают следующими свойствами. 

Свойство симметрии.  
kn

n
k
n CС −= . 

В формуле бинома это означает, что коэффициенты, стоя-
щие на одинаковых местах от левого и правого концов форму-

лы, равны, например: .15
!4!2

!64
6

2
6 =

⋅
==СС  

Действительно, k
nС  − это количество подмножеств, содер-

жащих k элементов, множества, содержащего n элементов. А 
kn

nС
− − количество дополнительных к ним подмножеств. Сколь-

ко подмножеств, столько и дополнений.  

Свойство Паскаля. 

.1
11

−
−− += k

n
k
n

k
n CCС  

Пусть },,,{ 21 nxxxX …= . Число k
nС  – это количество под-

множеств из  k  элементов множества X. Разделим все подмно-
жества на два класса: 

1) подмножества, не содержащие элемент 1x , – их будет 
k
nС 1− ; 
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2) подмножества, содержащие элемент 1x , – их будет 1
1

−
−

k
nС . 

Т.к. эти классы не пересекаются, то по правилу суммы ко-
личество всех k-элементных подмножеств множества X будет 
равно .1

11
−
−− + k

n
k
n CС  

На этом свойстве основано построение треугольника Пас-
каля (рис. 2.2), в n-ой строке которого стоят коэффициенты раз-
ложения бинома nba )( + . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Свойство суммы. 

.2...210 nn
nnnn CCCС =++++  

Подставим в формулу бинома Ньютона  

∑
=

−=+
n

k

knkk
n

n baCba
0

)(  

значения 1,1 == ba . Получим  

.112
00
∑∑

==

− ==
n

k

k
n

n

k

knkk
n

n CC  

Заметим, что с точки зрения теории множеств сумма 
n
nnn CCС +++ ...10  выражает количество всех подмножеств n-

элементного множества. По теореме о мощности булеана (см. 
1.4.4) это количество равно n2 . 

Свойство разности.  

.0)1(...3210 =−+−+− n
n

n
nnnn CСCCС  

Рис. 2.2 − Треугольник  Паскаля 
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Положим в формуле бинома Ньютона 1,1 −== ba . Получим 

в левой части 0)11( =− n , а в правой – биномиальные коэффици-
енты с чередующимися знаками, что и доказывает свойство. 

Последнее свойство удобнее записать, перенеся все коэф-
фициенты с отрицательными знаками в левую часть формулы: 

...,... 20531 ++=+++ nnnnn CCСCC  

тогда свойство легко запоминается в словесной формулировке: 
« сумма биномиальных коэффициентов с нечетными номерами 
равна сумме биномиальных коэффициентов с четными номера-
ми». 

Задача. Найти член разложения бинома ,
1

4

n

x
x ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +  не со-

держащий x, если сумма биномиальных коэффициентов с не-
четными номерами равна 512. 

Решение. По свойству разности сумма биномиальных ко-
эффициентов с четными номерами также равна 512, значит, 
сумма всех коэффициентов равна 512+512=1024. Но по свойству 

суммы это число равно 102422 10 ==n . Поэтому 10=n . Запи-
шем общий член разложения бинома и преобразуем его: 

;,...,1,0,
1 44

41 nkxC
x

xCbaCT knkk
n

kn
kk

n
knkk

nk ==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛== +−

−
−

+  

при 10=n  получим: 

.,...,1,0,405
101 nkxCT kk

k == −
+  

Член разложения 1+kT  не содержит x, если 0405 =−k , т.е. 
8=k . Итак, девятый член разложения не содержит  x и равен 

.45
)!810(!8

!108
109 =

−
== CT   

Свойство максимума. Если степень бинома n – четное 
число, то среди биномиальных коэффициентов есть один мак-

симальный при
2

n
k = . Если степень бинома нечетное число, то 
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максимальное значение достигается для двух биномиальных 

коэффициентов при 
2

1
1

−= n
k  и .

2

1
2

+= n
k  

Так, при 4=n  максимальным является коэффициент 62
4 =C , 

а при 3=n  максимальное значение равно 32
3

1
3 == CC (рис. 2.2). 

 2.1.13 Приближенные вычисления с помощью бинома 
Ньютона 

Положим в формуле бинома Ньютона xab == ,1 : 

....
32

)2)(1(

2

)1(
1)1( 3

1

2 n
n

k

kk
n

n xx
nnn

x
nn

nxxCx ++
⋅

−−+−++==+ ∑
=

 

Эту формулу удобно применять для приближенных вычис-
лений при малых значениях x ( 1<x ). 

Пример 1. Используя формулу бинома Ньютона, вычислить 
5)0018,1( с точностью до 0001,0=ε . 

По приведенной выше формуле имеем: 

.0018,0...0018,0
2

45
0018,051)0018,01(0018,1 5255 ++⋅⋅+⋅+=+=  

Оценим третье слагаемое в этой сумме.  

,0001,000004,000000324,0100018,0
2

45 2 <<⋅=⋅⋅
 

остальные слагаемые еще меньше. Поэтому все слагаемые, на-
чиная с третьего, можно отбросить. Тогда 

.009,10018,0510018,1 5 =⋅+≈  

Пример 2. Вычислить 498,4 с точностью до 0,01. 

).004,0004,0
32

234
004,0

2

34
004,041(5

))004,0(1(5
5

)02,0(
15)02,05(98,4

4324

44
4

444

+⋅
⋅
⋅⋅−⋅⋅+⋅−⋅

=−+⋅=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⋅=−=

 

Оценим третье слагаемое: 
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06,0106526105004,0
2

34 244642 =⋅=⋅⋅⋅=⋅⋅⋅ −− . 

Оценим четвертое слагаемое: 

.01,000016,0

10161016101042510445 5949244934

<=
=⋅=⋅⋅=⋅⋅⋅=⋅⋅⋅ −−−−

 

Значит все слагаемые, начиная с четвертого, можно отбро-
сить. Получим  

.06,615984096,0625)000096,0016,01(598,4 44 =⋅=+−⋅=  
 
2.1.14 Контрольные вопросы и упражнения 

1. Выборка, среди элементов которой нет одинаковых, а 
порядок записи элементов важен, является _________________ . 

2. Выборка, среди элементов которой нет одинаковых, а 
порядок записи элементов безразличен, является ____________ . 

3. Количество размещений с повторениями из n элементов 
по r элементов определяется по формуле  

 
  __________ = ________________________ . 
 
4. Количество сочетаний из n элементов по r элементов оп-

ределяется по формуле 
 
  ____________ = ________________________ . 
5. Сформулируйте основные правила комбинаторики. 
6. Сколькими способами можно выбрать конверт и марку 

для письма, если имеется 5 конвертов и 4 марки? 
7. Сколько пятизначных номеров можно составить из девя-

ти цифр {1,2,3,4,5,6,7,8,9}? 
8. Сколькими способами можно составить трехцветный 

полосатый флаг (все полосы горизонтальные), если имеются 
ткани пяти различных цветов? 

9. Сколькими способами могут расположиться в турнир-
ной таблице 7 футбольных команд, если известно, что все ко-
манды набрали различное количество очков? 
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10. Сколькими способами можно составить команду из 4 
человек, если имеется 7 бегунов? 

11. Сколькими способами можно разложить 12 различных 
предметов по четырем различным ящикам так, чтобы в каждом 
ящике оказалось по три предмета? 

12. Сколькими способами можно разложить 6 одинаковых 
шаров по четырем различным ящикам? 

13. Запишите разложение бинома 5)( ba − . 
14. Докажите свойство симметрии биномиальных коэффи-

циентов, сравнив формулы для k
nС и   kn

nС
− . 

15. Найдите максимальный числовой коэффициент в разло-

жении бинома 8)1( x+ . 
16. Пользуясь формулой бинома Ньютона, вычислите 

5082,0  с точностью до 0001,0=ε . 
 

2.2 Группы подстановок 
 
2.2.1 Понятие группы 

Теория групп начала оформляться в качестве самостоятель-
ного раздела математики в конце XVIII века. Она дала мощные 
средства для исследования алгебраических уравнений, геомет-
рических преобразований, а также для решения ряда задач топо-
логии и теории чисел. Специалисты, занимающиеся обработкой 
информации, используют методы теории групп при кодирова-
нии и декодировании информации. 

Мы рассмотрим лишь небольшую часть теории групп и не-
которые ее приложения. Наша первая задача – выяснить, что же 
такое группа. 

Для этого сначала определим понятие бинарной алгебраи-
ческой операции. 

Бинарная операция на множестве – это соответствие, при 
котором каждой упорядоченной паре элементов данного множе-
ства отвечает однозначно определенный элемент того же мно-
жества. Так, действие сложения есть бинарная операция на 
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множестве целых чисел; в самом деле, если r и s – любые два 
целых числа, то sr +  тоже является целым числом. 

Определение 1. Непустое множество G с заданной на нем 
бинарной алгебраической операцией ⊗ называется группой, ес-
ли: 

1) операция ⊗ ассоциативна; 
2) существует  единичный  элемент Ge∈   такой, что  для 

каждого Gx∈ выполняется условие: xxeex =⊗=⊗ ; 

3) для каждого Gx∈ существует обратный элемент Gx ∈−1  

такой, что exxxx =⊗=⊗ −− 11 . 

Пример 1. Пусть на множестве G = Z задана операция сло-
жения целых чисел. Проверить, является ли группой пара (Z, +). 

Первое требование определения выполняется, так как сло-
жение целых чисел ассоциативно: для любых ∈cba ,, Z справед-
ливо )()( cbacba ++=++ . 

Единичным элементом относительно сложения целых чисел 
является число нуль. Действительно, для любого ∈x Z выпол-
няется условие: xxx =+=+ 00 . 

Обратным элементом для произвольного целого числа x яв-
ляется противоположное ему число (–x). В самом деле, для каж-
дого ∈x Z найдется элемент  – ∈x Z, такой, что 

0)()( =+−=−+ xxxx . 
Итак, множество целых чисел с заданной на нем операцией 

сложения (Z, +) является группой. 

Пример 2. Рассмотрим теперь множество целых чисел с за-
данной на нем операцией умножения. Покажем, что пара (Z, ·) 
не является группой. 

Умножение целых чисел ассоциативно, а единичным эле-
ментом является число 1:  для каждого ∈x Z выполняется усло-
вие  xxx =⋅=⋅ 11 . Но обратный элемент существует не для каж-
дого целого числа. Например, для целого числа ∈= 2x  Z невоз-
можно найти целое число y такое, чтобы 12 =⋅ y . 

Следовательно, множество целых чисел с заданной на нем 
операцией умножения не является группой. 
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Определение 2. Множество GH ⊆  называется подгруппой 
группы ( )⊗,G , если оно замкнуто относительно операции ⊗, 
содержит единичный элемент группы G ( He∈ ) и для каждого 

Hx ∈ обратный элемент Hx ∈−1 . 
 
2.2.2 Группа подстановок 

Пусть множество X состоит из n элементов nxxx ,...,, 21 , рас-
положенных в произвольном, но фиксированном порядке. 

Биекция XX →:ϕ называется подстановкой. 
В случаях, когда природа элементов не имеет значения, 

удобно обращать внимание только на индексы и считать, что мы 
имеем дело с множеством }...,,2,1{ nA = , равномощным X. Сле-
довательно,  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

niii

n

...

...21

21

ϕ . 

Обозначим nS − множество всех подстановок на A. Очевид-

но, что !nPS nn == . 

На множестве nS  будем рассматривать операцию перемно-

жения (композиции) подстановок 1ϕ  и 2ϕ : 

))(())(( 1221 xx ϕϕϕϕ =D  для любого Ax∈ . 
 
Эта операция обладает свойствами: 
1) )()( 321321 ϕϕϕϕϕϕ DDDD =  − выполняется свойство ассо-

циативности; 

2) существует подстановка nS
n

n
e ∈⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

...21

...21
, для кото-

рой ϕϕϕ == ee DD  для каждого nS∈ϕ , т.е. существует единич-
ный элемент; 

3) для любого nS∈ϕ  существует nS∈−1ϕ  такое, что 

e== −− ϕϕϕϕ DD 11  − существует обратный элемент. 
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Следовательно, множество nS  образует группу относитель-
но операции перемножения перестановок. Отметим, что эта 
операция не является коммутативной, то есть ϕψψϕ DD ≠ , на-
пример,  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

231

321

132

321

123

321
DDψϕ , 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

312

321

123

321

132

321
DDϕψ . 

Рассмотрим произвольную подстановку nS∈π . Элемент 
Ax∈  такой, что xx =)(π  будем называть стационарным отно-

сительно подстановки π .  
Пусть kxxx ,...,, 21  − все нестационарные элементы подста-

новки π , причем, 

113221 )(,)(,...,)(,)( xxxxxxxx kkk ==== − ππππ , 
где k – наименьшее из всех возможных. Такая подстановка на-
зывается циклом длины k и записывается в виде 

),...,,( 21 kxxx=π . 

Пример 1. Пусть ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1423

4321
π .  

Стационарный элемент 2=x . Подстановка π является цик-
лом длины 3=k  и может быть записана в виде )4,3,1(=π . 

Пример 2. Пусть ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

32145

54321
p . 

Подстановка p не является циклом, но может быть пред-
ставлена в виде композиции двух циклов: 

),4,2()3,5,1(
52341

54321

34125

54321
DD =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=p  

причем эти циклы являются непересекающимися, т.е. не имеют 
общих нестационарных элементов. 
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Теорема 1. Любая подстановка nS∈π  может быть пред-
ставлена в виде композиции непересекающихся циклов длины 

2≥ : 

rσσσπ DDD ...21= . 

Доказательство теоремы дает процедуру построения цик-
лов. 

 Найдем в A наименьший нестационарный относительно 
π элемент 1x , т.е. 11)( xx ≠π  и для каждого Ax∈ выполняется 

условие: если 1xx < , то xx =)(π . (Если такого элемента не су-
ществует, то π является тождественной подстановкой ( e=π ) и 
ее можно рассматривать как пустое произведение циклов).  

Будем строить образы элемента 1x , ...),(),( 1
2

1 xx ππ  до тех 

пор, пока не получим 11)( xxk =π  при наименьшем из возмож-
ных k ( nk ≤<1 ). Тогда подстановка  

( ))(,...),(),(, 1
1

1
2

111 xxxx k−= πππσ  

определяет цикл длины k внутри подстановки π . Если все не-
стационарные элементы подстановки π содержатся в 1σ , то 

1σπ = . В противном случае найдем 2x  – наименьший из неста-
ционарных элементов подстановки π , не входящий в цикл 1σ . 
Строим цикл 

( ))(,...),(),(, 2
1

2
2

222 xxxx m−= πππσ . 

Очевидно, что 1σ  и 2σ  – непересекающиеся. Если все не-
стационарные элементы исчерпаны, то 21 σσπ D= , в противном 
случае повторяем процесс, пока каждый нестационарный эле-
мент не войдет в какой-либо цикл. В конечном итоге получим  

rσσσπ DDD ...21= . 

Пример. Представить в виде композиции циклов подста-
новку 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

256143

654321
π . 
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1)3()(;3)(;1 1
2

11 ==== πππ xxx , значит )3,1(1 =σ ; 

2)(;6)4()(;4)(;2 2
3

2
2

22 ===== xxxx ππππ ,значит )6,4,2(2 =σ ; 

55 =x − стационарный элемент. 
Следовательно, )6,4,2()3,1(21 DD == σσπ . 
Определение. Порядком подстановки π называется наи-

меньшее натуральное число p такое, что ep =π . 
Теорема 2. Порядок подстановки равен наименьшему об-

щему кратному порядков циклов в ее разложении на непересе-
кающиеся циклы. 

В качестве упражнения предлагается провести доказатель-
ство теоремы самостоятельно. 

 
2.2.3 Изоморфизм групп 

Определение. Группы 1G  и 2G  называются изоморфными, 

если существует биекция 21: GGf → , сохраняющая групповую 

операцию, т.е. )()()( yfxfyxf DD = для всех 1, Gyx ∈ . 

Пример. Пусть 1G  − группа преобразований правильного 

треугольника в себя },,,,,{ 5432101 ϕϕϕϕϕϕ=G , где e=0ϕ − тож-

дественное преобразование, 1ϕ  − поворот вокруг точки O на 120°, 

2ϕ − поворот вокруг точки O на 240°, 543 ,, ϕϕϕ − отражение отно-
сительно осей симметрии I, II, III соответственно (рис. 2.3). 
 
                                                  2 
 
                                 III                                  I 
 
 
 
                                    1                              3 
                                
                                                 II 

Рис. 2.3 − Преобразование правильного треугольника 
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В качестве группы 2G  рассмотрим группу подстановок на 
множестве }3,2,1{=X  вершин треугольника 

},,,,,{ 5432102 ππππππ=G , где 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

321

321
0π ,   ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

132

321
1π ,   ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

213

321
2π , 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

231

321
3π ,   ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

123

321
4π ,   ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

312

321
5π . 

Легко убедиться, что биекция 5,1,)( == if ii πϕ  группы 1G  

на группу 2G является изоморфизмом. 
Будем называть порядком конечной группы G  количество 

ее элементов Gn = . 

Теорема (Кэли). Всякая конечная группа порядка n изо-
морфна некоторой подгруппе группы подстановок nS . 

Доказательство. Пусть G  произвольная подгруппа по-

рядка n. Обозначим nS группу подстановок на множестве G . 
Зафиксируем произвольный элемент Ga ∈  и рассмотрим ото-
бражение :a G Gϕ →  такое, что axxa D=)(ϕ для любого Gx ∈ . 
Очевидно, образы различных элементов x и y, принадлежащих  
G , различны и, следовательно, множество значений GE a =)(ϕ . 

Действительно, предположим, что )()( yx aa ϕϕ =  при yx ≠ . То-
гда 

x a a x x a y a= ⇒ =D D D D  

yxaayaaxaayaax =⇒==⇒=⇒ −−−− )()()()( 1111 DDDDDDDD . 

Значит, отображение aϕ  является подстановкой на множе-

стве G , причем na S∈ϕ , naa S∈= −
−

1
1 ϕϕ , aa

e ϕϕ D1−= , т.е. мно-

жество na SGaF ⊆∈= }{ϕ образует подгруппу группы nS . При 

этом 

))(()()()()( xbxbaxbaxx ababa ϕϕϕϕ ==== DDDDDD . 
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Следовательно, отображение nSFGf ⊆→:  такое, что 

Gxxf x ∈∀= ϕ)(  является изоморфизмом, т.к. 
)()()( yfxfyxf DD = . 

 
2.2.4 Самосовмещения фигур 

Обширный и очень важный класс разнообразных групп как 
конечных, так и бесконечных составляют группы «самосовме-
щений» геометрических фигур. Под самосовмещением данной 
геометрической фигуры F понимают такое перемещение фигу-
ры F (в пространстве или на плоскости), которое переводит F в 
самое себя, т.е. совмещает фигуру F с самой собой. 

Мы уже познакомились с одной из простейших групп само-
совмещений, а именно с группой поворотов правильного тре-
угольника на плоскости и показали, что она изоморфна некото-
рой подгруппе группы подстановок nS . Аналогичным образом 
можно построить группы самосовмещений других геометриче-
ских фигур и показать их изоморфизм с подгруппой группы  nS .  

Задача. Построить группу симметрий квадрата. 
Решение. Занумеруем вершины квадрата и оси симметрий       

(рис. 2.4). Обозначим O – центр симметрии квадрата.  
В группу самосовмещений войдет тождественное переме-

щение – поворот вокруг точки O на 0°; повороты вокруг этой 
точки на 90°, на 180° и на 270°; отражения относительно четы-
рех осей симметрии. Итого, получаем восемь элементов группы 
симметрий.  

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                         I                   II 
            1                            2 
 
                                               III 
 
 
            4                            3   
                                               IV 
 
                      Рис. 2.4 
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Тождественное перемещение описывает тождественная 

подстановка ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
4321

4321
. Вращения на  90°, на 180° и на 270° 

− подстановки ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
1432

4321
, ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
2143

4321
 и ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
3214

4321
 

соответственно. 
Поворот относительно оси I описывает подстановка 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
3412

4321
; относительно оси II – подстановка ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
4123

4321
;     

оси III − ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
1234

4321
; оси IV − ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
2341

4321
. 

Таким образом, мы получили группу подстановок, изо-
морфную группе самосовмещений квадрата: 

S8 =
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
,

3214

4321
,

2143

4321
,

1432

4321
,

4321

4321
 

        
⎪⎭

⎪
⎬
⎫
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
2341

4321
,

1234

4321
,

4123

4321
,

3412

4321
. 

 
2.2.5 Контрольные вопросы и упражнения 

1. Что такое группа? 
2. Дано множество }1,1{−=X . Проверить, является ли дан-

ное множество группой относительно операции умножения. 
3. Что такое подгруппа? 
4. Привести пример подстановки, которая является полным 

циклом. 
5. Объяснить процедуру разложения подстановки в произ-

ведение независимых циклов. 

6. Чему равен порядок подстановки ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
45231

54321
? 

7. Какие группы называются изоморфными? 
8. Приведите примеры самосовмещений геометрических 

фигур. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 1 
 

Контрольная работа № 1 

Вариант 1 

1. Решить задачу, используя диаграмму Эйлера–Венна. 
Четырнадцать спортсменов участвовали в кроссе, 16 – в со-

ревнованиях по плаванию, 10 – в велосипедных гонках. Восемь 
участников участвовали в кроссе и заплыве, 4 – в кроссе и вело-
сипедных гонках, 9 – в плавании и велосипедных гонках. Во 
всех трех соревнованиях участвовали три человека. Сколько 
всего было спортсменов? 

2. Задано универсальное множество }8,7,6,5,4,3,2,1{=U  и 
множества }8,7,4,3{},8,7,4,3{},7,6,3,1{ === ZYX . Записать 
булеан множества X,  любое разбиение множества Y, покрытие 
множества Z. Выполнить действия .)\( ZYX ∩  

3. Доказать, используя законы и тождества алгебры мно-
жеств (перечислить используемые законы): 

.)()()( BCACBBA ∩∩=∩∪∩  

4. Пользуясь только определениями операций над множест-
вами и определением равенства множеств, доказать  

)()()( CABACBA ∩∪∩=∪∩ . 

5. Пусть }4,3,2,1{=X . Бинарное отношение XXR ×⊆  за-
дано характеристическим свойством: 

},четное,),{( XbababaR ∈−+= . 

Представить отношение различными способами. Выяснить, 
какими свойствами оно обладает. 

6. Дано множество }6,3,2,1{=X  и отношение 
} делитель,,),{( yxXyxyxR −∈= . Показать, что отношение R 

является отношением порядка. Построить диаграмму Хассе час-
тично упорядоченного множества ),( RX . Существует ли в 
множестве X  наибольший и наименьший элементы? Существу-
ют ли несравнимые элементы? 

7. Заданы отношения: 
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           R:                                               S:                         
A1 A2 A3  B1 B2 B3 

a  b C  a d b 
a c d  a c d 
b d a  b d a 
d a b     

Записать обозначения операций и выполнить их: 
а) селекция отношения R по условию « bA >2 »; 
б) проекция на список (3,1) объединения отношений R и S. 

8. Даны множества }1,0,1{−=A  и ∈−= nnB 23{ N}. Како-

ва мощность множеств BABABA ×∪∩ ,,  ? 
9. Равномощны ли множества ]0;2[−=X  и )5;1(=Y ? 
 
Вариант 2 

1. Решить задачу, используя диаграмму Эйлера–Венна. 
В туристском клубе несколько раз за лето организуются по-

ходы, причем все члены клуба хотя бы раз в них участвуют. Со-
рок человек побывали в пеших походах, 28 – в конных, 25 – в 
лодочных. И в пеших, и в конных походах побывало 20 человек, 
в пеших и лодочных – 15, в конных и лодочных – 8, во всех ви-
дах походов побывало 6 человек. Сколько туристов в клубе? 

2. Задано универсальное множество }8,7,6,5,4,3,2,1{=U  и 
множества }8,7,2,1{},6,4,2,1{},8,7,6,5,3{ === ZYX . Записать 
булеан множества X,  любое разбиение множества Y, покрытие 
множества Z. Выполнить действия .)( XYZ ∪∩  

3. Упростить, используя законы и тождества алгебры мно-
жеств (перечислить используемые законы): 

).()()( BABABA ∩∪∩∪∪  

4. Пользуясь только определениями операций над множест-
вами и определением равенства множеств, доказать  

ABAA =∩∪ )( . 

5. Пусть }5,4,3,2,1{=X . Отношение XXR ×⊆  задано ха-
рактеристическим свойством: 
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},,5),{( XbababaR ∈<+= . 

Задать отношение другими возможными способами. Выяс-
нить, какими свойствами оно обладает. 

6. Дано множество }6,4,3,2,1{=X  и отношение 
} делитель,,),{( yxXyxyxR −∈= . Показать, что отношение R 

является отношением порядка. Построить диаграмму Хассе час-
тично упорядоченного множества ),( RX . Существует ли в 
множестве X  наибольший и наименьший элементы? Существу-
ют ли несравнимые элементы? 

7. Заданы отношения: 

                  R:                                               S:                         
A1 A2 A3  B1 B2 

a  b c  a d 
a c d  a c 
b d a  с  d 
d a b    

Записать обозначения операций реляционной алгебры и 
выполнить их: 

а) проекция отношения R на список (1,3); 
б) соединение отношений R и S по условию « 12 BA = ». 

8. Даны множества }3,2,1{=A  и ∈−= nnB 13{ N}. Какова 
мощность множеств BABABA ×∪∩ ,, ? 

9. Равномощны ли множества ]1;3[−=X  и );0( ∞+=Y . 
 

Вариант 3 

1. Решить задачу, используя диаграмму Эйлера–Венна. 
В отделе НИИ работают несколько человек, причем каждый 

из них знает хотя бы один иностранный язык. Английский язык 
знают шесть человек, немецкий – шесть человек, французский – 
семь. Четыре человека знают английский и немецкий языки, три 
человека – немецкий и французский, два – французский и анг-
лийский, один знает все три языка. Сколько человек работает в 
отделе? 
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2. Задано универсальное множество }8,7,6,5,4,3,2,1{=U  и 
множества }7,5,2,1{},8,6,5,3,1{},8,7,6,5{ === ZYX . Записать 
булеан множества X,  любое разбиение множества Y, покрытие 
множества Z. Выполнить действия ).\( ZYX ∩  

3. Упростить, используя законы и тождества алгебры мно-
жеств (перечислить используемые законы): 

).()()( BABABA ∪∪∩∪∩  

4. Пользуясь только определениями операций над множест-
вами и определением равенства множеств, доказать 

BAABA ∪=∩∪ )( . 

5. Пусть }3,2,1,0,1,2{ −−=X . Бинарное отношение 
XXR ×⊆  задано характеристическим свойством: 

},,3),{( XbababaR ∈=+= . 

Представить отношение R другими возможными способа-
ми. Выяснить, какими свойствами оно обладает. 

6. Дано множество }18,6,3,2{=X  и отношение 
} делитель,,),{( yxXyxyxR −∈= . Показать, что отношение R 

является отношением порядка. Построить диаграмму Хассе час-
тично упорядоченного множества ),( RX . Существует ли в 
множестве X  наибольший и наименьший элементы? Существу-
ют ли несравнимые элементы? 

7. Заданы отношения: 

                  R:                                               S:                         
A1 A2 A3  B1 B2 

a  b D  b c 
b c D  a c 
b a D  a  d 
a b C    

 
Записать обозначения операций реляционной алгебры и 

выполнить их: 
а) проекция отношения R на список (1,3); 
б) соединение отношений R и S по условию « 11 BA > ». 
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8. Даны множества }3,2,1,0{=A и ∈−= nnB 24{ N}. Како-

ва мощность множеств BABABA ×∪∩ ,, ? 

9. Равномощны ли множества )3;1(=X  и ]2;1[−=Y ? 
 

Вариант 4 

1. Решить задачу, используя диаграмму Эйлера–Венна. 
Из 80 студентов занимаются баскетболом 30 человек, лег-

кой атлетикой 25 человек, шахматами  – 40 человек. Баскетбо-
лом и легкой атлетикой занимается 8 человек, шахматами и лег-
кой атлетикой – 10 человек, шахматами и баскетболом – 5 чело-
век. Тремя видами спорта занимаются три человека. Сколько 
человек занимаются спортом? 

2. Задано универсальное множество }8,7,6,5,4,3,2,1{=U  и 
множества }8,5,3,1{},8,7,6,3,2{},8,7,6,5,1{ === ZYX . Записать 
булеан множества X,  любое разбиение множества Y, покрытие 
множества Z. Выполнить действия )\( ZXY ∩ . 

3. Доказать, используя законы и тождества алгебры мно-
жеств (перечислить используемые законы): 

 .)( BABBAA ∪=∪∩∩  

4. Пользуясь только определениями операций над множест-
вами и определением равенства множеств, доказать 

BABABA ∩=∩∩∪ )()( . 

5. Отношение R на множестве X задано перечислением сво-
их элементов: )}3,3(),1,3(),1,2(),2,2(),1,1(),2,1{(=R . Нарисуйте 
график, схему и граф отношения. Запишите его матрицу. Каки-
ми свойствами обладает отношение? Является ли оно отноше-
нием эквивалентности? Объясните ответ. 

6. Дано множество }8,4,2,1{=X  и отношение 
} делитель,,),{( yxXyxyxR −∈= . Показать, что отношение R 

является отношением порядка. Построить диаграмму Хассе час-
тично упорядоченного множества ),( RX . Существует ли в 
множестве X  наибольший и наименьший элементы? Существу-
ют ли несравнимые элементы? 
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7. Заданы отношения: 

                  R:                                               S:                         
A1 A2 A3  B1 B2 

с  e f  f d 
a b d  e c 
d e f     
c d c    

 
Записать обозначения операций реляционной алгебры и 

выполнить их: 
а) проекция отношения R на список (2,3); 
б) соединение отношений R и S по условию « 13 BA = ». 

8. Даны множества }3,2,1{=A  и ∈−= nnB 34{ N}. Какова 
мощность множеств BABABA ×∪∩ ,, ? 

9. Равномощны ли множества )1;( −−∞=X  и ]3;2[=Y ? 
 
Вариант 5 

1. Решить задачу, пользуясь диаграммой Эйлера–Венна. 
Десять читателей взяли в библиотеке фантастику, 11 – де-

тективы, 8 – приключения. Фантастику и приключения взяли 4 
человека, фантастику и детективы – 6, приключения и детекти-
вы – 3, двое взяли три вида книг. Сколько читателей побывало в 
библиотеке? 

2. Задано универсальное множество }8,7,6,5,4,3,2,1{=U  и 
множества }8,6,5,1{},6,4,3,2,1{},8,7,5,4,2{ === ZYX . Записать 
булеан множества X,  любое разбиение множества Y, покрытие 
множества Z. Выполнить действия )(\ YZX ∩ . 

3. Упростить, используя законы и тождества алгебры мно-
жеств (перечислить используемые законы): 

.)()( BCBBBAA ∪∪∩∪∪∩  

4. Пользуясь только определениями операций над множест-
вами и определением равенства множеств, доказать 

ACBAA =∩∩∪ )( . 
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5. Пусть }4,3,2,1,0{=X . Бинарное отношение XXR ×⊆  
задано характеристическим свойством: 

},,3  на  делится),{( XbababaR ∈+= . 

Представить отношение R другими возможными способа-
ми. Какими свойствами оно обладает? 

6. Дано множество }18,9,6,3{=X  и отношение 
} делитель,,),{( yxXyxyxR −∈= . Показать, что отношение R 

является отношением порядка. Построить диаграмму Хассе час-
тично упорядоченного множества ),( RX . Существует ли в 
множестве X  наибольший и наименьший элементы? Существу-
ют ли несравнимые элементы? 

7. Заданы отношения: 

           R:                                               S:                         
A1 A2 A3  B1 B2 B3 

a  b c  a c b 
b a c  a d e 
a c b  a d b 
a d b     

 
Записать обозначения операций реляционной алгебры и 

выполнить их: 
а) селекция отношения R по условию « 32 AA > »; 
б) проекция на список (3,1) объединения отношений R и S. 

8. Даны множества }2,1,0{=A  и ∈−= nnB 45{ N}. Какова 
мощность множеств BABABA ×∪∩ ,, ? 

9. Равномощны ли множества )7;0(=X  и ]10;5[=Y ? 
 
Вариант 6 

1. Решить задачу, используя диаграмму Эйлера–Венна. 
Из 10 участников ансамбля шестеро умеют играть на гита-

ре, пятеро на ударных инструментах, пятеро на духовых. Двумя 
инструментами владеют: гитарой и ударными – трое, ударными 



 87 

и духовыми – двое, гитарой и духовыми – четверо. Остальные 
участники ансамбля только поют. Сколько певцов в ансамбле? 

2. Задано универсальное множество }8,7,6,5,4,3,2,1{=U  и 
множества }4,3,2,1{},8,6,4,2{},8,7,6,5,2{ === ZYX . Записать 
булеан множества X,  любое разбиение множества Y, покрытие 
множества Z. Выполнить действия )(\ ZYX ∩ . 

3. Упростить, используя законы и тождества алгебры мно-
жеств (перечислить используемые законы): 

.CABACBA ∩∩∩∩∩∩  
4. Пользуясь только определениями операций над множест-

вами и определением равенства множеств, доказать 
ABAA =∪∩ )( . 

5. Пусть }5,4,3,2,1{=X . Бинарное отношение XXR ×⊆  
задано характеристическим свойством: 

},,2  на  делится),{( XbababaR ∈+= . 

Представить отношение R другими возможными способа-
ми. Какими свойствами  обладает  это отношение? Является ли 
оно отношением эквивалентности? 

6. Дано множество }15,5,3,1{=X  и отношение 
} делитель,,),{( yxXyxyxR −∈= . Показать, что отношение R 

является отношением порядка. Построить диаграмму Хассе час-
тично упорядоченного множества ),( RX . Существует ли в 
множестве X  наибольший и наименьший элементы? Существу-
ют ли несравнимые элементы? 

7. Заданы отношения: 

                  R:                                   S:                         
A1 A2  B1 B2 B3 

s  t  s u t 
u v  u v t 
x z  z s x 

 
Записать обозначения операций реляционной алгебры и 

выполнить их: 
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а) селекция отношения S по условию « 31 BB > »; 

б) соединение  отношений R и S по условию « 21 BA = ». 

8. Даны множества }2,0,1{−=A  и ∈−= nnB 13{ N}. Како-

ва мощность множеств  BABABA ×∪∩ ,, ? 

9. Равномощны ли множества ]2;2[−=X  и );1[ +∞=Y ? 
 

Вариант 7 

1. Решить задачу, используя диаграмму Эйлера–Венна. 
Каждый из студентов группы занимается хотя бы одним 

видом спорта. Пятеро занимаются альпинизмом, шестеро – во-
лейболом, 10 человек – борьбой. Известно, что двое занимаются 
и альпинизмом, и волейболом; трое – волейболом и борьбой; 
четверо – альпинизмом и борьбой; а один занимается всеми 
тремя видами спорта. Сколько студентов занимается только 
борьбой? 

2. Задано универсальное множество }8,7,6,5,4,3,2,1{=U  и 
множества }8,6,5,4{},6,4,3,2,1{},8,7,5,4,2{ === ZYX . Записать 
булеан множества X,  любое разбиение множества Y, покрытие 
множества Z. Выполнить действия )(\ YZX ∩ . 

3. Упростить, используя законы и тождества алгебры мно-
жеств (перечислить используемые законы): 

.)()( BCBBBAA ∪∪∩∪∪∩  

4. Пользуясь только определениями операций над множест-
вами и определением равенства множеств, доказать 

BABAA ∩=∪∩ )( . 

5. Пусть }4,3,2,1,0{=X . Бинарное отношение XXR ×⊆  
задано характеристическим свойством: 

},,3  на  делится),{( XbababaR ∈+= . 

Представить отношение R другими возможными способа-
ми. Какими свойствами обладает это отношение? Является ли 
оно отношением эквивалентности? 
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6. Дано множество }9,6,3,1{=X  и отношение 
} делитель,,),{( yxXyxyxR −∈= . Показать, что отношение R 

является отношением порядка. Построить диаграмму Хассе час-
тично упорядоченного множества ),( RX . Существует ли в 
множестве X  наибольший и наименьший элементы? Существу-
ют ли несравнимые элементы? 

7. Заданы отношения: 

           R:                                               S:                         
A1 A2 A3  B1 B2 B3 

a  e d  a b c 
a b c  b e d 
d a b  d e c 

 
Записать обозначения операций реляционной алгебры и 

выполнить их: 
а) селекция отношения R по условию « 21 AA > »; 
б) проекция на список (2,3) объединения отношений R и S. 

8. Даны множества }4,2,0{=A  и ∈= nnB 4{ N}. Какова 
мощность множеств BABABA ×∪∩ ,, ? 

9. Равномощны ли множества )1;( +−∞=X  и )5;2[=Y ? 
 
Вариант 8 

1. Решить задачу, используя диаграмму Эйлера–Венна. 
В одной из студенческих групп все студенты умеют про-

граммировать. Десять человек умеют работать на Бейсике, 10 – 
на Паскале, 6 – на Си. Два языка знают: 6 человек Бейсик и Пас-
каль, 4 – Паскаль и Си, 3 – Бейсик и Си. Один человек знает все 
три языка. Сколько студентов в группе? 

2. Задано универсальное множество }8,7,6,5,4,3,2,1{=U  и 
множества }8,7,4,1{},8,7,5,3,2{},7,6,4,2,1{ === ZYX . Записать 
булеан множества X,  любое разбиение множества Y, покрытие 
множества Z. Выполнить действия ZYX ∩∪ )( . 
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3. Упростить, используя законы и тождества алгебры мно-
жеств (перечислить используемые законы): 

.)))((( BABBA ∪∩∪∩  

4. Пользуясь только определениями операций над множест-
вами и определением равенства множеств, доказать 

ABABA =∪∩∪ )()( . 

5. Пусть }4,3,2,1{=X . Бинарное отношение XXR ×⊆  за-
дано характеристическим свойством: 

},,4),{( XbababaR ∈<+= . 

Представить отношение R другими возможными способа-
ми. Выяснить, какими свойствами оно обладает.  

6. Дано множество }30,15,5,3{=X  и отношение 
} делитель,,),{( yxXyxyxR −∈= . Показать, что отношение R 

является отношением порядка. Построить диаграмму Хассе час-
тично упорядоченного множества ),( RX . Существует ли в мно-
жестве X  наибольший и наименьший элементы? Существуют ли 
несравнимые элементы? 

7. Заданы отношения: 

                    R:                             S:                         
A1 A2  B1 B2 B3 

x  y  u t v 
y z  x z y 
x t  y z v 

 
Записать обозначения операций реляционной алгебры и 

выполнить их: 
а) проекция на список (2,1)  отношения  S; 
б) соединение отношений R и S по условию « 21 BA < ». 

8. Даны множества }6,4,2{=A  и ∈−= nnB 35{ N}. Какова 
мощность множеств BABABA ×∪∩ ,, ? 

9. Равномощны ли множества ]7;3[=X  и )23;1(−=Y ? 
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Вариант 9 

1. Решить задачу, используя диаграмму Эйлера–Венна. 
При изучении читательского спроса оказалось, что 60% оп-

рошенных читает журнал «Огонек», 50% – журнал «Юность», 
50% – журнал «Аврора». Журналы «Огонек» и «Юность» чита-
ют 30% опрошенных, «Юность» и «Аврора» – 20%, «Огонек» и 
«Аврора» – 40%, все три журнала – 10%. Сколько процентов 
опрошенных не читают ни один журнал? 

2. Задано универсальное множество }8,7,6,5,4,3,2,1{=U  и 
множества }8,7,5,2{},8,4,2,1{},7,5,4,3,2{ === ZYX . Записать 
булеан множества X,  любое разбиение множества Y, покрытие 
множества Z. Выполнить действия ).(\ YXZ ∩  

3. Доказать, используя законы и тождества алгебры мно-
жеств (перечислить используемые законы): 

.)()()( UBABABA =∪∪∩∪∩  

4. Пользуясь только определениями операций над множест-
вами и определением равенства множеств, доказать 

)( ABABA ∩∪=∪ . 

5. Пусть }5,4,3,2,1{=X . Отношение XXR ×⊆  задано ха-
рактеристическим свойством: },,2),{( XbababaR ∈=−= . 

Представить отношение R другими возможными способами. 
Выяснить, какими свойствами оно обладает. Является ли R от-
ношением эквивалентности?  

6. Дано множество }14,10,7,5,1{=X  и отношение 
} делитель,,),{( yxXyxyxR −∈= . Показать, что отношение R 

является отношением порядка. Построить диаграмму Хассе час-
тично упорядоченного множества ),( RX . Существует ли в 
множестве X  наибольший и наименьший элементы? Существу-
ют ли несравнимые элементы? 

7. Заданы отношения: 
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                  R:                                               S:                         
A1 A2 A3  B1 B2 

a  d e  d e 
d c b  d c 
b d a  a c 

 
Записать обозначения операций реляционной алгебры и 

выполнить их: 
а) проекция на список (2,1)  отношения  R; 
б) соединение отношений R и S по условию « 11 BA ≥ ». 

8. Даны множества }6,4,2,1{=A  и ∈= nnB 2{ N}. Какова 
мощность множеств BABABA ×∪∩ ,, ? 

9. Равномощны ли множества  ]9;2[=X  и );0( +∞=Y ? 
 
Вариант 10 

1. Решить задачу, используя диаграмму Эйлера–Венна. 
В день авиации всех желающих катали на самолете, плане-

ре, дельтаплане. На самолете прокатилось 30 человек, на плане-
ре – 20, на дельтаплане – 15. И на самолете, и на планере ката-
лось 10 человек, на самолете и дельтаплане – 12, на планере и 
дельтаплане – 5, два человека прокатились и на самолете, и на 
планере, и на дельтаплане. Сколько было желающих прокатить-
ся?  

2. Задано универсальное множество }8,7,6,5,4,3,2,1{=U  и 
множества }6,5,3,1{},8,6,5,2{},8,7,5,3,1{ === ZYX . Записать 
булеан множества X,  любое разбиение множества Y, покрытие 
множества Z. Выполнить действия ZYX ∪∩ )( . 

3. Упростить, используя законы и тождества алгебры мно-
жеств (перечислить используемые законы): 

.UBAA ∩∪∪  
4. Пользуясь только определениями операций над множест-

вами и определением равенства множеств, доказать 

ABABA =∩∪∩ )()( . 
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5. Пусть }5,4,3,2,1{=X . Бинарное отношение XXR ×⊆  
задано характеристическим свойством: 

},,1),{( XbababaR ∈>−= . 

Представить отношение R другими возможными способа-
ми. Выяснить, какими свойствами оно обладает.  

6. Дано множество }20,15,10,5{=X  и отношение 
} делитель,,),{( yxXyxyxR −∈= . Показать, что отношение R 

является отношением порядка. Построить диаграмму Хассе час-
тично упорядоченного множества ),( RX . Существует ли в 
множестве X  наибольший и наименьший элементы? Существу-
ют ли несравнимые элементы? 

7. Заданы отношения: 

                   R:                                           S:                         
A1 A2 A3  B1 B2 

a  b c  b e 
a c d  b c 
b c d  d c 

 
Записать обозначения операций реляционной алгебры и 

выполнить их: 
а) проекция на список (3,2)  отношения  R; 
б) соединение отношений R и S по условию « 11 BA = ». 

8. Даны множества }4,3,2,1{=A  и ∈−= nnB 1{ 2 N} . Ка-
кова мощность множеств BABABA ×∪∩ ,, ? 

9. Равномощны ли множества );3( +∞−=X  и ]4;2[=Y ? 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 2 
 

Контрольная работа 2 
 

Вариант 1 

1. В корзине лежат серые котята. У трех из них есть рыжие 
пятнышки, у четырех – белые. Трехцветный котенок только один. 
Сколько всего котят в корзине, если все они с пятнышками. 

Какое правило используется для решения задачи? 
2. Шесть старушек вышли во двор поболтать. На скамейке 

помещаются только четыре из них. Сколькими способами их 
можно рассадить на скамейке? 

3. На веревке сушатся четыре белых полотенца и три жел-
тых. Сколькими способами их можно разместить, если полотен-
ца одного цвета не различаются между собой? 

4. Из 12 разных книг 4 − в твердом переплете. Сколькими 
способами можно выбрать 5 книг так, чтобы среди них две были 
в твердом переплете? 

5. Решить уравнение 62 =−n
nC .  

6. Вычислить значение 6023,1 с точностью 001,0=ε , поль-
зуясь формулой бинома Ньютона. 

7. Возвести подстановку ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
13524

54321
 в четвертую степень. 

8. Построить группу симметрий фигуры, изображенной на 
рис. 1. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  Рис. 1 
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Вариант 2 

1. В избушку Бабы Яги можно попасть по одной из пяти 
тропинок, а вернуться только по одной из двух. Сколько всего 
маршрутов для того, чтобы сходить к ней в гости? 

Какое правило используется при решении задачи? 
2. Доказать, что число трехбуквенных слов, которые можно 

образовать из букв слова «гипотенуза», равно числу всех пере-
становок букв, составляющих слово «призма». 

3. Сколькими способами 20 человек можно рассадить в три 
автобуса, если способы отличаются лишь количеством человек в 
каждом автобусе? 

4. Сколькими способами можно поставить на шахматную 
доску 2 пешки, коня, ферзя и короля одного цвета. Пешки не-
различимы.  

5. Сравнить )( 50
101

50
99 CC ⋅  и )( 50

100C . 

6. Вычислить значение 5042,3   с точностью 001,0=ε , поль-
зуясь формулой бинома Ньютона. 

7. Доказать, что подстановка ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
31452

54321
 является об-

ратной к подстановке ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
23514

54321
.  

8. Построить группу симметрий фигуры, изображенной на 
рис. 2. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                         
                           Рис. 2 
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Вариант 3 
 
1. В буфете три вида воды и два – сока. Сколькими спосо-

бами можно выбрать один стакан?  Какое правило используется 
при решении задачи? 

2. В библиотеку пришло девять новых книг. Сколькими 
способами читатель может выбрать две из них? 

3. В елочной гирлянде восемь лампочек: две желтых, три 
красных, три синих. Сколькими способами их можно располо-
жить в гирлянде? 

4. Сколькими способами можно расставить на шахматной 
доске двух белых и двух черных коней? Конь может стоять на 
любой клетке, одноцветные фигуры неразличимы.  

5. Сколько решений имеет уравнение 2015 ≤≤ x
yC ?  

6. Пользуясь формулой бинома Ньютона, вычислить при-

ближенное значение 4085,0 с точностью до 01,0=ε . 

7. Представить  подстановку ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
145263

654321
 в виде 

композиции независимых циклов. 
8. Построить группу симметрий фигуры, изображенной на 

рис. 3. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                    
                  Рис. 3 
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Вариант 4 
 
1. Все первоклассники пришли в школу с букетами рома-

шек и астр. В шести из них были астры, в четырех – ромашки; в 
двух букетах были и те, и другие цветы. Сколько всего было 
букетов? Какое правило используется при решении задачи? 

2. Сколько слов, состоящих из двух гласных и трех соглас-
ных можно составить из букв слова «пуговица»? 

3. Сколько чисел, больших 5000000, можно составить из 
цифр 7, 5, 4, 4, 3, 3, 1. 

4. В колоде 32 карты. Сколькими способами можно пять 
карт так, что среди них окажутся две карты из пяти одинаково-
го, а остальные – разных номиналов? 

5. Решить уравнение 32
1 =−nC . 

6. Пользуясь формулой бинома Ньютона, вычислить при-

ближенное значение 6005,0 с точностью до 001,0=ε . 

7. Выполнить действия над подстановками: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
215643

654321

315246

654321

126453

654321
. 

8. Построить группу симметрий фигуры, изображенной на 
рис.4. 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                        Рис. 4 
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Вариант 5 
 

1. На рынке продается четыре щенка и пять котят. Сколько 
всего возможностей выбрать себе четвероногого друга? Какое 
правило используется при решении задачи? 

2. Пятнадцать студентов пришли на занятия, но в аудитории 
оказалось только 13 стульев. Сколькими способами они могут 
выбрать двоих, чтобы отправить их на поиски стульев? 

3. Сколькими способами можно составить расписание для 
сдачи четырех экзаменов (способы различаются порядком сдачи 
экзаменов)? 

4. В городе N автобусы ходят без кондукторов, и пассажиры 
пробивают талоны компостером. Сколько различных пробивок 
можно установить на компостере, если он пробивает отверстия 
не менее, чем на трех из девяти возможных мест, но не на всех 
девяти? 

5. Сравнить )( 40
81

40
79 CC ⋅  и 240

80 )(C . 

6. Пользуясь формулой бинома Ньютона, вычислить при-

ближенное значение 4005,2 с точностью до 01,0=ε . 

7. Возвести подстановку ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
42513

54321
 в третью сте-

пень. 
8. Построить группу симметрий фигуры, изображенной на 

рис.5. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                             Рис. 5 
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Вариант 6 
 

1. На обед в кафе можно взять одно из трех мясных блюд 
или одно из двух рыбных. Сколько всего способов пообедать, 
если денег хватает только на одну порцию? Какое правило ис-
пользуется для решения задачи? 

2. Сколькими способами можно составить расписание четы-
рех экзаменов (способы различаются порядком сдачи экзаменов). 

3.Требуется покрасить шесть железных гаражей, на каждый 
из которых расходуется одна банка краски. Сколькими способа-
ми можно покрасить гаражи, если есть две банки красной крас-
ки, три – зеленой и одна синей? 

4. Восемь туристов отправились в путь на двух лодках, в 
меньшей из которых могли поместиться не более четверых, а в 
большей – не более шестерых человек. Сколькими различными 
способами они могут распределиться в разные лодки? (Распре-
деления считаются различными, если хотя бы один турист ока-
жется в другой лодке).  

5. Вычислить 
8
10

13
15

C

C
. 

6. Пользуясь формулой бинома Ньютона, вычислить при-

ближенное значение 5005,5 с точностью до 001,0=ε . 

7. Представить подстановку ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
2174653

7654321
 в виде 

композиции независимых циклов. 
8. Построить группу симметрий фигуры, изображенной на 

рис. 6. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                 Рис. 6 
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Вариант 7 
 
1. Поехали как-то три богатыря на поиски противника. А 

навстречу им два Змея-Горыныча. Сколько у них способов со-
ставить одну пару для поединка? Какое правило используется 
при решении задачи? 

2. В пассажирском поезде 9 вагонов. Сколькими способами 
можно рассадить в поезде четырех человек при условии, что они 
поедут в разных вагонах? 

3. В библиотеке стоят три одинаковых учебника по матема-
тике и четыре разных по программированию. Сколькими спосо-
бами их можно расставить на полке? 

4. В колоде 32 карты. Сколькими способами можно выбрать 
пять карт так, чтобы среди них оказались две «двойки» («двой-
ка» – пара карт одного номинала). 

5. Решить уравнение 201
2 =−nC . 

6. Пользуясь формулой бинома Ньютона, вычислить при-

ближенное значение 6025,1 с точностью до 001,0=ε . 

7. Выполнить действия над подстановками: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
13245

54321

25413

54321

52413

54321
. 

8. построить группу симметрий фигуры, изображенной на 
рис. 7. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                               Рис. 7 
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Вариант 8 
 
1. В группе 23 человека, каждый из них умеет кататься на 

коньках или на лыжах; 12 – умеют кататься на коньках, 18 – на 
лыжах. Сколько человек умеют кататься и на коньках, и на лы-
жах? Какое правило используется для решения задачи? 

2. Семеро рыбаков отправились на остров на двух лодках. 
Ночью одна лодка уплыла. Сколькими способами они могут от-
править троих в погоню за уплывшей лодкой? 

3. Сколькими способами можно расставить 12 книг по трем 
полкам, если на каждой полке могут поместиться все книги? 
Способы различаются лишь количеством книг на полках. 

4. В колоде 32 карты. Сколькими способами можно выбрать 
пять карт так, что среди них окажутся три карты одного номи-
нала и две – другого? 

5. Сравнить 30
61

30
59 CC ⋅  и 230

60 )(C . 

6. Пользуясь формулой бинома Ньютона, вычислить при-

ближенное значение 6088,0 с точностью до 001,0=ε . 

7. Возвести подстановку ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
164253

654321
 в третью сте-

пень. 
8. Построить группу симметрий фигуры, изображенной на 

рис. 8. 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                     Рис. 8 
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Вариант 9 
 
1. В городе Т три программы телевидения и три радио. 

Сколько возможностей выбрать программу? Какое правило ис-
пользуется для решения задачи? 

2. На столе лежат 8 яблок. Сколькими способами можно 
выбрать два из них? 

3. Сколькими способами можно рассадить шесть кустов 
пионов на трех  клумбах, если на каждой клумбе помещаются 
все шесть?  

4. Сколькими способами восемь человек можно рассадить 
за круглым столом так, чтобы два фиксированных лица сидели 
друг против друга? 

5. Решить уравнение 282 =nC . 

6. Пользуясь формулой бинома Ньютона, вычислить при-

ближенное значение 5095,4 с точностью до 01,0=ε . 

7. Представить подстановку ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
1456723

7654321
 в виде 

композиции независимых циклов. 
8. Построить группу симметрий для фигуры, изображенной 

на рис.9. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                             Рис. 9 
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Вариант 10 
 
1. Для окраски фона можно использовать один из четырех 

цветов, для окраски текста – один из трех других цветов. Сколь-
ко способов написать цветной текст на цветном экране? Какое 
правило используется для решения задачи? 

2. В магазине продается восемь типов ручек. Сколькими 
способами можно выбрать себе три ручки? 

3. Сколькими способами можно разложить восемь монет 
различного достоинства в два кармана? 

4. Десять кресел поставлены в ряд. Сколькими способами 
два человека могут сесть на них так, чтобы между ними было 
хотя бы одно пустое кресло? 

5. Вычислить 3
4

16
20 CC ⋅ . 

6. Пользуясь формулой бинома Ньютона, вычислить при-

ближенное значение 5095,4 с точностью до 01,0=ε . 

7. Выполнить действия над подстановками: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
565234

654321

621453

654321

351426

654321
. 

8. Построить группу симметрий для фигуры, изображенной 
на рис.10. 

 
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                  Рис. 10 
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