Тема «Критерии принятия решений в условиях неопределенности»

Постановка задачи. Имеется несколько вариантов решения какой-либо задачи (A1, A2, …, Am). Эффективность каждого варианта определяется рядом факторов (условий) точное значение которых неизвестно (климат, геология месторождения, спрос на продукцию и цены на оборудование и т.д.). Определенным предположениям о значениях случайных факторов (состояния природы П1, П2, …,Пn) соответствуют различные показатели решения задачи. Показатели для различных вариантов решений Аi при возможных состояниях природы Пi можно задать матрицей // aij //, где аij – показатель решения задачи при использовании варианта i и состояния природы j. Матрица // aij // называется платежной или матрицей выигрышей. 
Платежная матрица
	Стратегия
	Состояние природы

	
	П1
	П2
	…
	Пj
	…
	Пn

	A1
	a11
	a12
	…
	a1j
	…
	a1n

	A2
	a21
	a22
	…
	a2j
	…
	a2n

	…
	…
	…
	…
	…
	…
	…

	Ai
	ai1
	ai2
	…
	aij
	…
	ain

	…
	…
	…
	…
	…
	…
	…

	Am
	am1
	am2
	…
	amj
	…
	amn



Часто для решения задачи используют матрицу рисков (сожалений, потерь)  // rij   //, которая может дать более наглядную картину для оценки вариантов действий. Матрица рисков определяется следующим образом:
 (
, 
если 
a
ij
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)



Требуется найти решение задачи, то есть такую стратегию Ai , которая более предпочтительна по сравнению с остальными. Принятая стратегия однозначно определяет вариант решения.


1. Математическое ожидание выигрыша. Используется тогда, когда имеется информация о вероятностях состояния природы Pj, причем . Критерием в этом случае выступает математическое ожидание  выигрыша (или риска), то есть выбирается решение, при котором 


	
или

	

2. Критерий Лапласа. Применяется в случаях, когда вероятности состояния природы неизвестны и их нельзя получить с достаточной точностью, но при этом предполагается, что состояние природы равновероятны, т.е.

Р1=P2=…=Pn.


Если величина аij  - доход, то , если аij  - расходы лица, принимающего решение, то 
3. Критерий Байеса. Этот метод основан на последовательном пересчете вероятностей состояния природы (апостериорных вероятностей) в зависимости от прошлых (или принятых ранее) состояний (априорных вероятностей).
4. Максиминный критерий Вальда. Для каждой стратегии находят минимальное значение выигрыша,  соответствующее наихудшему состоянию природы, т.е. min ij. Далее из всех возможных стратегий выбирается та, для которой минимальный выигрыш максимален:


.	
Если величина аij представляет потери, используется минимаксный критерий, который определяется соотношением


Критерий Вальда пессимистичен, так как он ориентируется на наихудшем состоянии природы, то есть по существу природа рассматривается как активно противоборствующий противник.
5. Критерий Сэвиджа – также вариант пессимистического подхода. Критерий Сэвиджа стремится смягчить консерватизм максиминного критерия путем замены матрицы платежей матрицей потерь.  В этом случае находят минимальное значение риска при самом неблагоприятном состоянии природы


.	
С этой целью для каждой стратегии (построчно) по матрице рисков находят максимальное значение риска, а затем выбирают из них минимальное.
6. Максимаксный критерий – подход азартного игрока, самый оптимистичный критерий. При этом максимизируется максимум доходов и игнорируются возможные потери. Применение данного критерия часто ограничено из-за повышенного иска (особенно при принятия финансовых решений).
7. Критерий Гурвица является комбинированным, учитывающим как оптимистический, так и пессимистический подходы. При использовании этого критерия состояние природы берется не самым худшим и не самым лучшим, а некоторые промежуточным. При этом за оптимальную принимается стратегия, при которой


	

где	k – коэффициент, характеризующий долю пессимизма (изменяется от 0 до 1).
Коэффициент k выбирается по объективным соображениям (часто экспертно). При этом чем сложнее ситуация и необходимо застраховаться, тем ближе k к единице. При k=1 критерий Гурвица преобразуется в критерий Вальда. Если k=0, критерий Гурвица становится слишком оптимистичным, так как определяет наилучшее из наилучших.
Если аij – потери, то критерий принимает следующий вид  


Если рассматривать область применения вышеназванных критериев,  то критерии Вальда и Сэвиджа используют при принятии разовых и ответственных решений, а Гурвица, Лапласа и Байеса - при менее ответственных, когда ситуация повторяется  многократно (например, в оперативном планировании).


Пример.
Месторождение разведано редкой сетью скважин (в основном по категории С1). В связи с дефицитностью сырья необходимо принять решение о его мощности, не ожидая детальной разведки.
Рассматривая возможные варианты запасов в 20, 30, 40, 60 и 80 млн. тонн (соответственно 1-5 состояния природы) и возможности сооружения предприятия мощностью 2, 3, 4 и 5 млн.т. (соответственно 1-4 стратегии). Для каждого варианта мощности при рассматриваемых состояниях природы (вариантов запасов месторождения) подсчитаны (с учетом фактора времени) возможные значения суммарной прибыли.
Отрицательное значение прибыли, наблюдаемое в ряде случаев, показывает, что в связи с не подтверждением запасов и большим объемом инвестиций – эксплуатация месторождения убыточна.

Платежная матрица для условного примера
	Вариант мощности (стратегия)
	Прибыль, млн.д.е. для вариантов запасов (состояний природы), млн.т.

	
	20(1)
	30(2)
	40(3)
	60(4)
	80(5)

	2(1)
	-10
	50
	65
	70
	72

	3(2)
	-40
	-20
	80
	100
	105

	4(3)
	-65
	-45
	55
	120
	150

	5(4)
	-85
	-65
	35
	130
	165

	Вероятность
	0,12
	0,25
	0,3
	0,25
	0,08



Для принятия окончательного решения требуется рассчитать критерии Вальда, Сэвиджа, Гурвица, Лапласа и математическое ожидание прибыли, задаваясь вероятностями состояния природы (по аналогии с другими месторождениями).

Решение.
1. Критерий Вальда. В каждой строке берется минимальная прибыль. Во всех случаях в данном примере она соответствует состоянию природы 1 (то есть когда запасы не подтверждаюся максимально). По критерию Вальда лучшая стратегия 1, при этом потери минимальны (-10 млн.ден.ед.).
2. Критерий Сэвиджа. Строится матрица рисков. Максимальное значение прибыли для разных состояний природы (по столбцам) составляет – 10, 50, 80, 130, 165 млн.ден.ед. Отнимая от них значения прибыли для различных стратегий, получим матрицу рисков.

Матрица рисков для условного примера
	Стратегия
	Риск, млн.ден.ед., для состояний природы
	Максимальная потеря, млн.ден.ед.

	
	1
	2
	3
	4
	5
	

	1
	0
	0
	15
	60
	93
	93

	2
	30
	70
	0
	30
	50
	70

	3
	55
	90
	25
	10
	15
	95

	4
	75
	115
	45
	0
	0
	115



В дополнительном столбце матрицы рисков показывается максимальное значение риска (потеря) для каждой стратегии. Минимальное значение риска (70) наблюдается при использовании стратегии 2. В этом случае (при строительстве предприятия мощностью 3 млн.т.) потери прибыли из-за недостатка информации не превысят 70 млн.ден.ед.
3. Критерий Гурвица. Допустим, что уменьшение и увеличение запасов равно вероятностно, то есть k=0,5. Максимальное значение выигрыша во всех случаях соответствует максимальному количеству запасов (состояние природы 5) и соответственно для различных стратегий равно 72, 105, 150 и 165 млн.ден.ед. Тогда значение критерия Гурвица для разных стратегий равно:
Г1 = -10*0,5 + 72*0,5 = 31,0
Г2 = -40*0,5 + 105*0,5 = 32,5
Г3=-65*0,5 + 150*0,5 = 42,5
Г4 = -85*0,5 + 165*0,5 = 40,0
По критерию Гурвица (k=0,5) наилучшая стратегия 3, то есть строительство предприятия мощностью 4 млн.т.
4. Критерий Лапласа. При равной вероятности различных состояний природы (Р1=Р2=Р3=Р4=Р5=0,2) математическое ожидание прибыли при различных вариантах мощности составит:
Л1 = -10*0,2 + 50*0,2 + 65*0,2 + 70*0,2 + 72*0,2 = 49,4
Л2 = -40*0,2 + (-20)*0,2 + 80*,02 + 100*0,2 + 105*0,2 = 44,5
Л3 = -65*0,2 + (-45)*0,2 + 55*0,2 +120*0,2 + 150*0,2 = 43,0
Л4 = -85*0,2 + (-65)*0,2 +35*0,2 + 13*0,2 + 165*0,2 = 36,0

Лучшая по критерию Лапласа – стратегия 1.

5. По аналогии с другими месторождениями (обычно наблюдается нормальный закон распределения ошибки подсчета запасов) примем вероятности состояния равными соответственно 0,12; 0,25; 0,3; 0,25; 0,08. Тогда математическое ожидание прибыли при равных вариантах мощности составит:

М1 = -10*0,12 + 50*0,25 + 65*0,3 + 70*0,25 + 72*0,08 = 54,06
М2 = -40*0,12 + (-20)*0,25 + 80*,03 + 100*0,25 + 105*0,08 = 47,6
М3 = -65*0,12 + (-45)*0,25 + 55*0,3 +120*0,25 + 150*0,08 = 39,45
М4 = -85*0,12 + (-65)*0,25 +35*0,3 + 13*0,25 + 165*0,08 = 29,75

При принятом распределении вероятностей лучшая – стратегия 1.
Вывод: Таким образом, по критериям Вальда, Лапласа и при принятом распределении вероятностей состояния природы лучшая – стратегия 1 (вариант с мощностью 2 млн.т.), по критерию Сэвиджа – 2, а по критерию Гурвица – 3.
Если учесть, что принимается ответственное, разовое решение, а также ограниченность инвестиций и возможность дальнейшего поэтапного наращивания мощности (с уточнением запасов), то для рассматриваемого примера предпочтение следует отдать стратегии 1.


На основании приведенного примера, необходимо решить следующую задачу (вывод обязателен).
Предприятие выходит на новый рынок сбыта. В связи с особенностями хранения продукции, организации необходимо строительство собственного склада. Для того чтобы опередить конкурентов, у предприятия нет возможности тщательнее изучить будущий объем спроса на продукцию, поэтому решение о размерах склада принимается без достаточных данных.
Рассматриваются четыре возможных варианта спроса на продукцию предприятия 180, 230, 280 и 330  тыс. комплектов в год (соответственно 1-4 состояния спроса) и возможности сооружения склада площадью 60 м2, 90 м2, 140 м2, 180 м2, 220 м2, соответственно 1-5 варианты (стратегии). Для каждого варианта строительства склада определенной площади подсчитаны (с учетом фактора времени) возможные значения суммарной прибыли (табл. 3.8). 
Отрицательное значение прибыли, наблюдаемое в ряде случаев, показывает, что в связи с более низким спросом, чем тот, на который рассчитывало предприятие при постройке слада большой площади, деятельность организации будет убыточна.

Платежная матрица для условного примера
	Стратегия
	Прибыль для стратегий (вариантов спроса), млн. ден. ед.

	
	1 (180)
	2 (230)
	3 (280)
	4 (330)

	1 (60 м2)
	20
	22
	24
	24

	2 (90 м2)
	15
	28
	34
	36

	3 (140 м2)
	-5
	22
	39
	57

	4 (180 м2)
	-14
	6
	47
	65

	5 (220 м2)
	-32
	-5
	50
	72



Для принятия окончательного решения требуется рассчитать критерии Вальда, Сэвиджа, Гурвица, Лапласа и математическое ожидание прибыли, задаваясь вероятностями состояния спроса.
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