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ПРЕДИСЛОВИЕ 

 
 
 
 
 
 
Проблемно-тематический комплекс, составляющий настоящее учебное  

пособие, представляет собой важнейший компонент образовательной техно-
логии, применяемой в Международном институте экономики и права. 

Главное назначение проблемно-тематического комплекса – активное  
развитие творческих способностей студента, его навыков в самостоятельной  
работе с рекомендованной литературой, его умения анализировать проб-
лемные ситуации и приходить к обоснованным, аргументированным  
выводам. 

Проблемно-тематический комплекс по дисциплине «Математическое  
моделирование экономических систем» включает в себя практические за-
дания, план-конспект лекционного курса и консультационный курс. 

Практические задания представляют собой набор примеров решения 
типовых задач и собственно задач, решаемых студентом самостоятельно. 
Задания требуют от студента серьезной работы по изучению рекомендо-
ванной литературы и всех необходимых формул для решения конкретных 
задач и выносятся на аттестацию по данной дисциплине. 

План-конспект лекционного курса – это краткое (тезисное) изложение  
понятийного аппарата и основных положений учебной дисциплины со ссыл-
ками на источники, где соответствующие темы курса раскрыты достаточно  
глубоко и обстоятельно. План-конспект лекционного курса позволяет  
студенту работать с рекомендованной литературой более осознанно и це-
ленаправленно. 

В консультационном курсе рассматриваются вопросы, при самостоя-
тельном изучении которых студент испытывает определенные трудности. 

 
 
 



 
 

1. ПРАКТИЧЕСКИЕ ЗАДАНИЯ 

Авторы-составители:  д-р экон. наук, проф. С.П. Ермаков,  
канд. техн. наук, доц. В.С. Кривошеева 

 
 ВВЕДЕНИЕ 
Основной целью практических заданий (ПЗ) является развитие и  

закрепление навыков студентов по важному направлению, находящемуся 
на стыке экономики и прикладной математики – построению и применению 
математических моделей для анализа разнообразных экономических систем 
и процессов. Комплекс заданий вкупе с преамбулами к ним призван дать 
студенту необходимый минимум базовых теоретических знаний по неко-
торым типовым группам математических моделей и способствовать фор-
мированию практических навыков и построения исследования таких моде-
лей с использованием данных экономической и социальной статистики, 
что является необходимым требованием качественной подготовки эконо-
миста. К числу таких навыков относятся: умение решать простейшие нели-
нейные задачи оптимизации в условиях ограничений с помощью метода 
множителей Лагранжа, вычислять средние, предельные значения эла-
стичность различных функций, умение находить любую неизвестную из 
перечисленных величин по известному выражению для любой другой вели-
чины. В процессе освоения учебного материала настоящего курса студент 
должен уметь исследовать и строить основные модели макро- и микроэко-
номических процессов, применяя адекватные методические подходы к ис-
следованию этих моделей, понимать алгоритмы оценки параметров моде-
лей с помощью методов эконометрического анализа, уметь обосновывать 
и объяснять полученные решения. 

В пособие включены как задания, для выполнения которых необхо-
димы основательные знания по математике и статистике, полученные сту-
дентом при изучении дисциплины предыдущих курсов. 

 
 ЛИТЕРАТУРА 

Основная литература 
1. Гальперин В.М., Игнатьев С.М., Моргунов В.И. Микроэкономика (гриф УМО). – 

М.: Омега-Л, 2008. 
2. Гребенников П.И., Леусский А.И., Тарасевич Л.С. Микроэкономика: Учебник / 

Под общ. ред. Л.С. Тарасевича (гриф УМО). – М.: Юрайт-Издат, 2007. 
3. Замков О.О., Толстопятенко А.В., Черемных Ю.Н. Математические методы  

в экономике: Учебник (гриф УМО). – М.: МГУ им. М.В. Ломоносова, Дело  
и Сервис, 2009. 

4. Микро-, макроэкономика: Практикум / Под общ. ред. Ю.А. Огибина. – СПб.: 
Литера Плюс, Санкт-Петербург оркестр, 2004. 
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Дополнительная литература 
5. Абланская Л.В., Бабешко Л.О., Баусов Л.И. и др. Экономико-математическое 

моделирование: Учебник / Под общ. ред. И.Н. Дрогобыцкого. – М.: Экзамен, 
2008. 

6. Гусева Е.Н. Экономико-математическое моделирование. – М.: Флинта, 2008. 
7. Дворецкий С.И., Муромцев Ю.Л., Погонин В.А., Схиртладзе А.Г. Моделиро-

вание систем. – М.: Академия, 2009. 
8. Зарубин В.С. Математическое моделирование в технике. Серия: Математика в 

техническом университете. – М.: Издательство МГТУ им. Н.Э. Баумана, 2001. 
9. Колемаев В.А. Экономико-математическое моделирование: Моделирование 

макроэкономических процессов и систем. – М.: ЮНИТИ-ДАНА, 2005. 
10. Кундышева Е.С. Экономико-математическое моделирование. – М.: Дашков  

и К, 2009. 
11. Лугинин О.Е., Фомишина В.Н. Экономико-математические методы и модели. 

Теория и практика с решением задач. – М.: Феникс, 2009. 
12. Миненко С.Н. Экономико-математическое моделирование производственных 

систем. – М.: МГИУ, 2008. 
13. Орлова И.В. Экономико-математическое моделирование. – М.: Вузовский 

учебник, 2008. 
14. Половников В.А., Пилипенко А.И. Финансовая математика: Математическое 

моделирование финансовых операций. – М.: Вузовский учебник, 2007. 
15. Семененко М.Г. Введение в математическое моделирование. – М.: СОЛОН – Р, 

2002. 
16. Степанов В.И., Терпугов А.Ф. Экономико-математическое моделирование. – 

М.: Академия, 2009. 
17. Хачатрян Н.К. Математическое моделирование экономических систем. Серия: 

Учебник для вузов. – М: Экзамен, 2008. 
18. Шимко П.Д., Власов М.П. Моделирование экономических процессов. – М.: 

Феникс, 2005. 
Адреса сайтов в Интернете 
• http//www.imamod.ru/magazin (Журнал «Математическое моделирование», ос-
нован в 1989 г., выходит ежемесячно в печатном и электронном виде) 

• http//www.cemi.rssi.ru/emm/ (Журнал «Экономика и математические методы») 
• http//www.elebook.com/ (Экономическая библиотека онлайн) 
• http//www.economics.com/ua (Большая экономическая библиотека. Книги по эко-
номике, методические материалы, рефераты) 

• http//www.takebooks.com (Бесплатные электронные книги) 
• http//www.booklib.ru/aboutprojekt.shtml (Евразийский международный научно-
аналитический журнал «Проблемы современной экономики») 

• http//www.ru.exponenta.ru/educat/free/free.asp (Образовательный математиче-
ский сайт) 

• http//www.zhurnal/ape/relam.ru (Многопредметный научный электронный журнал 
«Исследовано в России», статьи по математическому моделированию в эко-
номике и управлении) 
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РАЗДЕЛ 2. МОДЕЛИ СОГЛАСОВАНИЯ ИНТЕРЕСОВ ЭКОНОМИЧЕСКИХ  
ОБЪЕКТОВ. МИКРОУРОВЕНЬ 

ТЕМА 6 МОДЕЛИ ПРОИЗВОДСТВА И ПРЕДЛОЖЕНИЯ БЛАГ 

Примеры решения типовых задач  
6.1. Рассмотрим пример применения алгоритма нахождения функции 

общих затрат производства. Для нахождения функции общих затрат необхо-
димо знать вид производственной функции и ограничения на общие затраты. 
Пусть производственная функция имеет вид Кобба-Дугласа Q = LαKβ. 
Найдем ее максимум при ограничениях на общие затраты вида C = rLL + rKK. 
Для этого составим функцию Лагранжа, приравняем к нулю ее производ-
ные по L и К и проведем некоторые преобразования: 

F (L ,K ,λ )  = LαKβ + λ (C  –  rLL – rKK) 
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Разделив в представленной системе первое уравнение на второе,  
получим следующее соотношение между L и К:  
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Подставив по очереди полученные выражения в формулу для произ-
водственной функции, мы получим две функциональные зависимости Q(L) 
и Q(К), из которых можно получить выражения L через Q и, соответственно, 
К через Q:  
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Упростим полученные зависимости и подставим их в выражение для  
общих затрат C  =  rLL + rKK: 
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6.2. Следующий пример относится к нахождению функции предложения 
при заданной технологии (производственной функции) и в условиях огра-
ничения на общие затраты. Первый шаг в решении данной задачи состоит  
в нахождении аналитического выражения для функции общих затрат и 
совпадает с задачей, рассматриваемой в предыдущем пункте. После нахо-
ждения функции общих затрат выписывается выражение для прибыли и  
условия максимизации прибыли при заданных бюджетных ограничениях.  
Представим решение, если производственная функция задается формулой  

3
1

3
1

KLQ = , а цены на труд и капитал соответственно равны rL = 1, rK = 4.  
Чтобы решить поставленную задачу, необходимо найти оптимальное 

для данной технологии (т.е. для данной производственной функции) соот-
ношение между трудом и капиталом, обеспечивающее минимум общих  
затрат при любом объеме выпуска. Из выражения для производственной 
функции получим зависимость между используемым капиталом К и объемом 
труда L при фиксированном выпуске продукции Q:  

L
QKKLQ

3
3

1
3

1
=⇒= . Подставим эту зависимость в выражение для общих  

затрат
L
QLKrLrTC KL

34
+=+=  и найдем значение количества используе-

мого труда L, при котором эти затраты достигают минимума:  
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Сейчас можно уже записать выражение для функции общих затрат 
3

3

3
3 4

2

42)( Q
Q

QQQTC =+= , а также для прибыли и оптимальной цены, 

обеспечивающей максимум этой прибыли в виде функции объема произ-

водства: Q
dQ

Qd
dQ

QdTCQTCMP 6
)4()())((

3
==== . Если обратить полученное 

выражение, т.е. разрешить его относительно Q, то результат и будет опреде-

лять искомую функцию предложения по цене: 
36

6
2PQQP =⇒= . 
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Задания по теме 6 
6.1. Найти оптимальное решение (комбинацию благ, доставляющих 

максимальное значение функции полезности) и построить графическую 
модель организации хозяйства Робинзона, если его функция полезности 
задается выражением U = Q1×Q2, производственные функции имеют вид: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

×+×=
×=

232122

1211
1,04,0)(

3,0)(
LpLpLQ

LpLQ
, свободное время равно 10 ч (в сутки),  

а суточный бюджет рабочего времени определяется следующим соотно-
шением: L1 + L2 = 14. В графической модели должны быть представлены 
следующие элементы: суточный бюджет рабочего времени, обе производ-
ственные функции, линия производственных возможностей, линия безраз-
личия функции полезности, которая касается линии производственных 
возможностей в оптимальной точке.  

6.2. Найти аналитическое выражение для функции общих затрат  
TC = C(Q), если линия равных затрат задается формулой p2L + p1K = 144,  
а производственная функция – формулой Q(L,K) = L0,75K0,5.  

6.3. Пусть производственная функция задается формулой Q = L⅓K⅓. 
Найдите функцию общих затрат, а затем, из условия максимизации прибыли 
– функцию предложения по цене, если rL = p3, rK = p1.  

Литература: 1, 2, 4, 15, 16. 

ТЕМА 7 МОДЕЛИ ПОТРЕБИТЕЛЬСКОГО СПРОСА  

Примеры решения типовых задач 
7.1. Требуется найти функции спроса Q1

D(P1,P2) и Q2
D(P1,P2) для 

индивида, если его функция полезности имеет вид: U = Q1
0,3Q2

0,7, а бюд-
жет ограничен М денежными единицами. 

Для решения задачи запишем функцию Лагранжа, приравняем к нулю 
ее производные по Q1 и Q2 и выразим Q2 через Q1:  

L = Q1
0 ,3Q2

0,7 + λ(M – P1Q1 – P2Q2). 

1
2

1
2

23,0
2

3,0
1

17,0
1

7,0
2

23,0
2

3,0
1

1

17,0
1

7,0
2

1
3,0
7,0

7,0

3,0

07,0

03,0
Q

P
PQ

P
Q
Q

P
Q
Q

P
Q
Q

Q
L

P
Q
Q

Q
L

××=⇒

=

=

⇒

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=−=
∂
∂

=−=
∂
∂

λ

λ

λ

λ

. 

Подставим полученное выражение в бюджетное ограничение и выразим 
Q1 через М, Р1 и Р2:  

1
211111

2

1
211

3,0),(
3

10
3,0
7,0

P
MPPQMQPQ

P
P

PQP =⇒==⋅⋅+ . 
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Аналогично 
2

212
7,0),(
P

MPPQ = .  

Таким образом, если функция полезности представлена функцией 
Кобба-Дугласа, то объем спроса на то или иное благо зависит только от его 
цены и величины бюджета; цены других благ не влияют на объем спроса 
данного блага, так как на каждый вид благ в данном случае потребитель 
выделяет фиксированную долю бюджета, равную показателю степени,  
с которой это благо входит в функцию полезности.  

7.2. Существуют и другие функции полезности, при которых изменения 
цен на различные блага влияют друг на друга. Так, для функции полезно-
сти 

22

11
aQ
aQU

+
+

=  объем спроса на благо i выражается функцией 

i

jjiiD
i P

PaPaM
Q

2

+−
= , (здесь j ≠ i) которая возрастает при снижении цены бла-

га i, увеличении цены другого блага j и при увеличении бюджета М. Функ-
ции полезности такого типа соответствуют взаимозаменяемым благам:  
например, повышение цены на говядину увеличивает спрос на свинину,  
и наоборот. Взаимодополняемым благам соответствует другой тип функ-
ции полезности.  

Важное значение в экономическом анализе имеют коэффициенты 
прямой эластичности спроса по цене EiQi, показывающие, на сколько про-
центов изменится объем спроса на благо при изменении его цены на 1%,  
а также коэффициенты перекрестной эластичности спроса EjQi, показываю-
щие, на сколько процентов изменится объем спроса на благо при измене-
нии цены другого блага на 1%.  
Задания по теме 7 

7.1. Найти функции спроса Q1
D(P1,P2) и Q2

D(P1,P2) для индивида, 

если его функция полезности имеет вид: 21
2

2
21

1

1
pp

p

pp
p

QQU
++= , а бюджет огра-

ничен М денежными единицами. 
7.2. Для функции полезности 

22

11
pQ
pQU

+
+

=  получить аналитические  

выражения для функции спроса на благо Q1
D, рассчитать коэффициент 

прямой эластичности спроса по цене E1Q1 и коэффициенты перекрестной 
эластичности спроса по цене E2Q1. Считать, что бюджет ограничен М  
денежными единицами. 

Литература: 1–4, 16, 18. 
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ТЕМА 8 МОДЕЛИ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ СПРОСА И ПРЕДЛОЖЕНИЯ 

Примеры решения типовых задач 
8.1. Нахождение равновесной цены и равновесного объема спроса/ 

предложения заключается в составлении уравнения рыночного равновесия 
посредством приравнивания заданных функций спроса и предложения, 
решении этого уравнения для получения равновесной цены и подстановки 
этой цены в заданную функцию спроса/предложения для определения соот-
ветствующей равновесной величины. Приведем пример нахождения равно-
весных значений для следующих функций: 

• функция спроса QD = 10 – 7Р; 
• функция предложения QS = 3 + 2Р.  
Решим уравнение равновесия, приравняв правые части функций спроса 

и предложения:  
44,1

9
1323710 ≅=⇒+=− PPP . 

Найдем равновесный объем спроса/предложения: 
QS  = 3 + 2 ×1,44 = 5,88 = QQ. 
8.2. Следующий пример посвящен задаче восстановления кривых 

спроса и предложения по значениям равновесных цен и количества неко-
торого блага, дополненных информацией о сложившихся уровнях эла-
стичности спроса и потребления на это благо. Результаты решения данного 
примера могут использоваться в практике для расчета новых состояний 
равновесия при небольших изменениях рыночной обстановки. Приведем 
ниже формулировку соответствующей задачи:  

на центральном рынке по цене 10 руб. за штуку в день продается  
40 000 гвоздик. При этом EP

D = –3, а EP
S = 4.  

Как изменится цена гвоздики, если спрос на нее сократится на 10%?  
Каков будет объем продаж, если при исходном спросе продавцы по  

любой цене будут предлагать на 6000 гвоздик больше.  
Для решения задачи вначале найдем аналитический вид функций 

спроса и предложения: 

;00012000160

000160)31(00040)1(00012
10
000403

PbPaQ

EQa
P
QEb

D

DD

×−=−=⇒

=+=−=⇒==−= ∗
∗

∗

.00016000120

000120)41(00040)1(00016
10
000404

PnPmQ

EQm
P
QEn

S

SS

×+−=+=⇒

−=−=−=⇒==−= ∗
∗

∗

 

После этого ответим на поставленные вопросы: 
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1. Если спрос сократится на 10%, то цена, балансирующая спрос и 
предложение, определится из равенства 

85,9
80026
00026400016000120)00012000160(9,0 ≅=⇒+−=×− PPP . 

2. Если бы продавцы в условиях первоначального спроса по каждой 
цене предлагали на 6000 гвоздик больше, то  

48042;78,9
00028
00027400016000120000600012000160 =≅=⇒+−=×− QPPP . 

8.3. Следующий пример иллюстрирует условия и процесс установления 
равновесной цены в паутинообразной модели ценообразования, описанной 
в плане-конспекте лекций. Предположим, что на основе взаимодействия 
спроса и предложения, представленных, соответственно, функциями  
QD = 15 + 7P и QS = –3 + 2Pt–1, установилось долгосрочное равновесие  

 (равновесные значения цены и объема предложения находятся из 
решения уравнения ). Вследст-
вие повышения доходов изменилась психологическая ориентация  
покупателей и функция спроса на данном рынке приобрела вид:  

2,1 00 == ∗∗ PQ

1715223715 00000 =−=⇒=⇒+−=− ∗∗∗∗∗ PQPPP

QD = 15 – (7 + δ)×P, где δ – некоторый неизвестный параметр. Исследо-
вать,  
при 

никнут незатухающие колебания цены вокруг ее равновесного  
знач

каких значениях δ:  
а) на рынке установится долгосрочное равновесие;  
б) воз
ения; 
в) равновесие будет неустойчивым. 
Решение. Для ответа на все три вопроса мы должны выяснить свойства 

параметра β в рассматриваемой паутинооб ли (обозначения  
см. в плане-конспекте лекций). Известно, что 

разной моде

δ
β

+
−=−=

7b
 и ключевым для 

решения уравнения

2n

ответа на поставленный вопрос станет исследование  

⎭
⎬

⎩ −=+−=+ 5277 2δδ
ния δ определяют условия, при которых |β| = 1 и будут наблюдаться  
незатухающие колебания рынка вокруг положения равновесия. Ясно, что  
при –9 < δ < –5 рынок будет неустойчивым, так как выполняется неравен-
ство |β| > 1, а при δ < –9 или δ > –5 – он будет устойчивым, так как выпол-
няется обратное неравенство |β| < 1. Однако пока это только математиче-
ское решение задачи. Для получения экономически осмысленного решения 
необходимо ограничить пределы изменения δ неотрицательностью коэф-
фициента b = 7 + δ. Это также не представляет труда: 7 + δ ≥ 0 <=> δ ≥ – 7. 

⎫
⎨
⎧ −=−−=

⇒±=+⇒=⇒=
927

27121 1δδβ . Полученные значе-
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Ком ельный 
отве

авновесие установится на рынке при δ > –5;  
равновесного значения 

5; 
 неустойчивым при –7 ≤ δ < –5. 

изменяться равновесная цена в течение  
пяти роса  в начальный момент времени 
буду

ы: 

 
 год (если какой-то из параметров при умень-

шени

я 
60 00

ится на 20%?  
т объем продаж, если при исходном спросе продавцы  

по л

бинируя данное неравенство с предыдущими, получим окончат
т: 
а) долгосрочное р
б) незатухающие колебания цены вокруг ее 

возникнут при δ = –
в) рынок будет

Задания по теме 8 
8.1. Определить, как будет 
 лет, если функции сп и предложения
т определяться формулами: 
QD = 20 – p1P          и QS = 5 + p2P . 
Рассмотреть следующие вариант
а) коэффициент р1 – увеличивается на 1 каждый год, и коэффициент  

р2 – увеличивается на 1 каждый год; 
б) коэффициент р1 – увеличивается на 1 каждый год, а коэффициент  

р2 – уменьшается на 1 каждый год; 
в) коэффициент р1 – уменьшается на 1 каждый год, а коэффициент р2 – 

увеличивается на 1 каждый
и становится равным нулю, то его последующие значения также при-

нимаются равными нулю). 
Изобразить на одном графике изменения равновесной цены во времени 

для всех трех вариантов. 
8.2. На центральном рынке по цене 13 руб. за штуку в день продаетс
0 гвоздик. При этом EP

D = –p2, а EP
S = –p3.  

Как изменится цена гвоздики, если спрос на нее сократ
Каков буде
юбой цене будут предлагать на 5000 гвоздик больше.  
Указания.  
1. Восстановить формулы для функций спроса и предложения по цене.  

т

2. Найти равновесное состояние, если новый спрос (новая функция 
спроса) будет равен 0,8 от старого. 

3. Найти равновесное состояние, если новое предложение (новая 
функция предложения) будет на 5000 меньше старого.  

На основе взаимодействия спроса и предложения, представленных, 
соответственно, функциями QD = 5p3 – p2P и QS = –3 + p1Pt–1, установилось 
долгосрочное равновесие (равновесные значения цены и предложения нахо-
дятся из решения уравнения 5p3 – p2P0

* = –3 + p1P0
*. Вследс вие повышения 

доходов изменилась психологическая ориентация покупателей и функция  
спроса на данном рынке приобрела вид QD = 5p3 – (p2 + δ)×Р, где δ – неко-
торы  предложение для  
начального момента времени и исследовать, при каких значениях δ:  

й неизвестный параметр. Найти равновесные цену и
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а) на рынке установится долгосрочное равновесие;  
б) возникнут незатухающие колебания цены вокруг ее равновесного  

знач
ику из-

мене аждой из перечисленных ситуаций. 
Лите ра: 1–4, 7, 16, 18. 

М ВАНИЯ НА РЫНКАХ БЛАГ 

При

осе число фирм, функционирующих в отрасли, однозначно 
опре

, TC = 5 + 0,2Q2. Найти количество 
фирм

ат на единиц

ения;  
в) равновесие будет неустойчивым. Построить по одному граф
ния цены во времени для к

рату

ТЕМА 9 ОДЕЛИ ЦЕНООБРАЗО

меры решения типовых задач 
9.1. В следующем примере рассматривается ситуация установления 

цены в результате взаимодействия спроса и предложения на совершенно 
конкурентном рынке. Из теоретической части следует, что минимум сред-
них затрат в условиях совершенной конкуренции определяет, до каких 
пределов увеличиваются размеры фирм в ходе расширения масштабов 
производства, поэтому, если этот минимум существует (кривая средних за-
трат как функция валового выпуска имеет минимум), то при заданном от-
раслевом спр

делено.  
Для иллюстрации рассмотрим следующую микроэкономическую мо-

дель. Дана функция отраслевого спроса QD = 130 – 4Р  и функция общих 
затрат у фирм, оставшихся в отрасли

, функционирующих в отрасли. 
Вначале определим, при каком объеме выпуска фирма достигает ми-

нимальных затр у продукции. Для этого вычислим функцию 
средних затрат Q

Q
ATC 2,0+=  и найдем минимум5  этой функции из условия 

равенства нулю ее первой производной: 
525

2,02QdQ

Для того чтобы отдельная фирма предлагала 5 ед. продукции, необхо-
димо, чтобы предельным затратам на выпуск 5 ед. продукции. 
Поскольку 

502,05 2 =⇒==⇒=+−= QQdATC .  

 цена равнялась 
Q

dQ
MTC 4,0== , то при выпуске 5 ед. продукции МТС = 2. Сле-

довательно, при Р = 2 (так как Р = МТС) каждая из оставшихся в отрасли 
фирм будет ограничиваться ии. Так как при Р = 2 
отраслевой спрос составит 1304130 =−= PQD

dTC

выпуском 5 ед. продукц
=− , то в отрасли будет 

функ (
1228

ционировать 24–25 фирм 122/5 = 24,4).  
9.2. Рассмотрим задачу ценообразования на монополизированном 

рынке, для чего рассмотрим ситуацию взаимодействия двух монополистов 
и сравним ее с ситуацией совершенной конкуренции, возникающей, на-
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пример, при объединении этих монополистов в одну фирму (задача оценки 
ущерба от монополизации производства). Допустим, что монополия А вы-
нуждена приобретать сырье для своего производства у другой монополии 
Б по цене r (эту цену монополия А выбирает после изучения особенностей 
рынка и руководствуясь принципом оптимальности). В целях упрощения 
предположим, что затраты монополии А состоят только из затрат на по-
купку сырья,  производства соответствует производствен-
ной функции 

а технология ее

AA QFQ 2
2

=⇒= , где F – объем испол ырья. Спрос 

на продукцию м нополии соответствует функции 

F ьзуемого с

о  AQP 4100−= .  монопо-
общие затраты на производство характеризуются функцией  

nFTCB =  (коэффициент монополия Б также выбирает после изучения  
особенностей рынка руководствуясь принципом

У
лии Б  

 оптимальности). Сколько  
в эти дукции?  х условиях будет произведено про

У монополии А общая выручка 24100)( AAAAA QTR −  и соот-
ей предельная выручка 

QQQP =×=
ветствующая AA QM ; щие затраты обR 8100= −

. Тогда предельные затраты rA rQrFTC 2== A dQA
A

В данных условиях свой объем выпуска монополия 

dTCMTC 2== .  

определит из  
условия равенства предельных затрат предельн выручке:  ой 

8
28100 QrQMTCMR AAAA

2100 r−
=⇒=−⇒= .  

Поскольку тех (п оизводственная функция) монополии А из-нология р
вестна и равна 

2
FQA = , объем ее спроса на сырье составит 

2
2QF == . Отсюда можно найти функцию цены спроса на 

и выручка фирмы Б бу ет определяться по формуле 

50
8

21002 rr
A

−−
=

сырье , д  Fr 250 −=
2250 FFrFTRБ −== .  выручка в этом случае будет равна Предельная

F
dF

450−== .  

Монополия Б максимизирует прибыль при равенстве своей предельной 
выручки предельным затратам монополии Б: MRБ = МTСБ, что приводит  
к соотно ослед ее соотношение со тветствует роиз-

dTRMR Б
Б

шению n = 50 – 4F. П н о п

водству 
4

монополия А

50450 nFFn −
=⇒−=  ед. сырья. Из такого количества сырья  

 по своей технологии произведет 
8

50
24

50
2

nnFQA
−

=
×
−

==  ед. 

прод
 

укции.  
Определим теперь, каков был бы объем данной продукции, если бы 

монополии объединились. Предельная выручка в этом случае остается 

 



Математическое моделирование экономических систем 16

прежней MRA = 100 – 8QA, а затрат  на производство составят  
2nQA. Соответствующие предельные затраты равны 

ы
TC = nF = 

n
dQ

MTC
A

A 2== . Прибыль, как и в предыдущем случае, достигает макси-

мума при равенстве предельных ручке, т.е. в случае  

100 – 8QA = 2n при производстве 

dTC

затрат предельной вы

48
QA

502100 nn −
=

−
= . Таким образом, из-

за монополизации по вертикали выпуск продукции сокращается  
в два

ределить цены и объемы выпуска блага, обеспечивающие  
макс

рибыли.  

 раза.  
9.3. Следующий пример иллюстрирует ситуацию, когда фирма при 

заданной технологии и производственных возможностях (заданной произ-
водственной функции) определяет цены и объемы выпуска блага исходя из 
своих внутренних целей. Пусть заданы функция отраслевого спроса на 
благо QD = 200 – P, функция общих затрат производства TC = 50 + Q + Q2  
и производственная функция при фиксированном объеме используемого  
труда Q = 2K. Оп

имизацию:  
а) выручки;  
б) прибыли;  
в) нормы п
Решение.  
а) Общая выручка TR = PQ = 200Q – Q2 достигает максимума, если  

MR =  

атам: MR = MTC => 200 – 2Q = 1 + 2Q =>  
=> Q

в) объем прибыли определяется по формуле: 

. 

Тогда

 200 – 2Q = 0 => Q* = 100, P* = 100. 
б) Условие максимизации прибыли – это равенство предельной  

выручки предельным затр
* = 49,75, P* = 150,25. 

50219950200)( 222 −−=−−−−=−= QQQQQQTCPQQπ

 
Q5,0

функцию 

QQ
QK
Q 502199

)(
)( 2 −−
=

π . В данной ситуации мы можем упростить 

)(QK
)(Qπ  и стандартными средствами найти ее максимум,  

а можем воспользоваться более простой формулой, приведенной в плане-
конспекте лекций. Пойдем по второму пути. Из представленных в словии  

для с их функций найдем 
  у

выражений  соответствующих экономиче к
Q

dQ
d 4199−=
π  и 5,0=

dQ
dK . Отсюда 

5,0dK
4199 Qd −π . Следовательно, норма  =
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прибыли будет максимальной при выполнении равенства 
KdK

d ππ
= , т.е. при 

условии 195,5
5,0
4199

5,0
502199 2

==⇒
−

=
−− ∗∗ PQQ

Q
QQ

. 

9.4. В следующем примере рассматривается ситуация, когда фирме не 
выгодно продавать всю произведенную продукцию по одной цене и она 
осущ

затраты которой характеризуются функцией  
TC =

делении всего объема выпуска на партии, первая из которых 
включает 8 ед. продукции.  

Решение

ествляет так называемую «ценовую дискриминацию второй степени». 
Отраслевой спрос, представленный функцией P = 100 – 3Q, удовлетворя-
ется ей, общие монополи

 4 + 2Q. Каков максимально возможный объем прибыли монополии:  
а) при продаже всей продукции по единой цене;  
б) раз

.  
а) Условие максимизации прибыли при отсутствии ценовой дискри-

минации:  

3,16
6
98

≅=⇒=−⇒= 26100 QQMCMR . 

лжна содержать целое число единиц продукции, 
оптимальный объем партии может составлять 16 либо 17 ед. Найдем опти-
маль и рассчитаем прибыль для этих двух вариантов: 

=×−=P

=×+−×=
=×

Поскольку партия до

ные цены 

Оптимальные цены ⎨
⎧

=×−=
⇒−=

49173100)17(
52163100)16(

3100
P

QP . 

Прибыль ⎧
⎩

⎩
⎨

×=
⇒−=

52)16(
)()(

+−
795)1724(1749)17(

.796)1624(16
π
π

π QTCPQQ  

б) При осуществлении ценовой дискриминации первые 8 ед. продук-
ции можно продать по цене Р = 100 – 3×8 = 76. В заданных условиях обо-
значим q1 = 8 – объем первой партии и вычислим: 

528610081
)6100())3100(()(1 =×−===−=′−=′= qQQQQPQMR . 

Значит, вторую партию нужно продавать по цене 52 (это следует  
из условия M я функцию отраслевого спроса, определим 

2 

R1 = P2. Использу
размер второй партии q : 52 = 100 – 3× (8 + q2) => q2 = 8. 

ручка от второй партии определяется по формуле  
TR  

Поскольку общая вы
2 = q2(100 – 3(8 + q2)) = 76q2 – 3q2

2, ее предельное значение будет равно 

выражению 2
2

2 dq
. При 2 = 8 величина R2 = 76 – 6×8 = 28, 

следовательно, P3 = 28.  
Снова, используя функцию отраслев еделим размер

третьей партии q3 : 28 = 100 – 3

2 676 qdTRMR −== q M  

ого спроса, опр  
×  (8 + 8 + q3) => q3 = 8.  
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Найдем общую выручку от третьей партии TR3 = q3(100 – 3× (8 + 8 + q3)) = 

= 52q 2
3 – 3q3  и ее предельное значение 2

3
3 dq

. При q3 = 8  

величина MR3 = 52 – 6×8 = 4, ьно, P4 =
Еще раз, используя функцию отраслевого спроса, определим размер 

q4: 4 = 100 – 3

3 65dTRMR −== 2 q

следовател  4.  

четвертой партии × (8 + 8 +8 + q4) => q4 = 8.  
Заметим, что общий отраслевой спрос по цене 4=P  определяется из 

условия задачи по формуле QP 3100−= , равен 3231004 =⇒−= QQ  и полно-
стью удовлетворяется поср реализации товара – 

Общая прибыль монополии при осуществлении цено-
 равна 

едством  четырех партий 
324321 =+++ qqqq . 

вой дискриминации 1212322484828852876 =×−−×+×+×+×  денеж-
ных ю имела фир

олии Б по цене r
 рынка и в  

единиц и превосходит прибыль, котору ма при отсутствии 
ценовой дискриминации. 

Задания по теме 9 
9.1. Дана функция отраслевого спроса PpQ 1130 −=  и функция общих  

затрат у фирм, оставшихся в отрасли 2
23 2,0 QppTC ××+= . Найти количество  

фирм, функционирующих в отрасли в условиях совершенной конкуренции  
(считать продукт бесконечно делимым). 

9.2. Решить задачу оценки ущерба от монополизации производства 
для случая, когда монополия А вынуждена приобретать сырье для своего 
производства у другой моноп  (эту цену монополия А вы-
бирает после изучения особенностей руко одствуясь принципом
оптимальности). Предположим, что затраты монополии А состоят только 
из затрат на покупку сырья, а технология ее производства соответствует 

производственной функции 

D

AA QpF
p
FQ 1
1

=⇒= , где F – объем используе-

мого сырья. Спрос на продукцию монополии соответствует функции  
P = 100 – p Q . У монополии Б общие затраты на производство характер2 A

ся функцией TCB = nF (коэффициент монополия Б также выбирает  
после изучения особенностей рынка руководствуясь принципом оптимально-
сти). Сколько в этих условиях было бы произведено продукции и каков  
был бы объем данной проду

и-
зуют

кции, в условиях объединения монополии?  
нных функции отраслевого спроса на благо QD = 200 – p1P, 

функ атрат производства TC = 5p2 + p3Q + Q2 и производствен-
ной ределить цены и объемы выпуска блага, обеспе-
чивающи

 прибыли.  
ей P = 100 – p

9.3. При зада
ции общих з
функции Q = 2p K оп3

е максимизацию: 
а) выручки; 
б) прибыли; 
в) нормы

Q, 9.4. Отраслевой спрос, представленный функци 1×
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удов

кции по единой цене;  
б) разделении всего объема выпуска на партии, первая из которых 

вк ед. единиц 
продукции).  

жени

= F M , ставка дневной заработной пла-
ты rL мулой M = (24 – F rL. 

летворяется монополией, общие затраты которой характеризуются 
функцией TC = p2 + р3×Q. Каков максимально возможный объем прибыли 
монополии:  

а) при продаже всей проду

лючает 8 продукции (партия всегда содержит целое число 

Литература: 1–4, 7, 13, 18. 

МОДЕЛИ ЦЕНООБРАЗОВАНИЯ НА РЫНКЕ ФАКТОРОВ 
ПРОИЗВОДСТВА 

Примеры решения типовых задач 
10.1. В данном примере рассматривается задача определения предло-

ТЕМА 10 

я индивидом количества труда L = 24 – F в зависимости от ставки 
дневной заработной платы на рынке факторов производства, если его функ-
ция полезности равна U(F,M) 0,3 0 ,7

, а прямая заработной платы определяется фор )×
Решение. Перепишем уравнение прямой заработной платы в более  

прив
 задачи :  

M + F L = 24

ычном виде и выпишем функцию Лагранжа для решения соответст-
вующей оптимизации

× r × rL – прямая заработной платы; 
L(M,F) = F0 ,3M0,7 + λ(24 rL – M – F×  × rL) – функция Лагранжа. 
Найдем частные производные функции Лагранжа  переменным (F)  

и (М):  
по

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧
=⎪⎪

⎨

⎧

⇒
−=∂

∂
M
MF

M
MF

M
FML λλ

7,03,0

7,03,0

7,03,0

7,03,0
7,07,0),(

. 
⋅=⎪

⎪
⎩

⋅+=∂
∂

LL r
F
MFr

F
MF

F
FML λλ 3,03,0),(

Разделим теперь первое уравнение на второе, выразим (М) через (F)  
и подставим в уравнение для прямой заработной платы:  

2,72424
3
7

3
71

3,0
7,0

3
10 ==⇒=+⇒=⇒= FrFrFrFrM

rM
F

LLLL
L

. 

Мы видим, что если функция полезности индивида является функцией 
Кобба-Дугласа, то количество предлагаемого труда L = 24 – F = 24 – 7,2 = 16,8  

 заработной платы. Однако для других функций по-
о блага L может не выполняться, в чем вам придется  

убед

не зависит от ставки
лезности это свойств

иться на соответствующем примере, рекомендованном для самостоя-
тельного выполнения. 
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Задания по тем
10.1. Рассмотрим задачу определения предложения индивидом коли-

 равна 

е 10 

чества труда L = 24 – F в зависимости от ставки дневной заработной платы 
на рынке факторов производства, если его функция полезности

FrL
 определяется

pMM −
= 1) , ставка дневноFU

−
,( й заработной платы rL, а прямая заработной 

платы  формулой M = (24 – F)× rL. Построить график к
го труда в зависимости от ставки заработной пла

оличе-
ства предлагаемо ты.  

сия как результата взаимодействия рынков благ  
и факторов производства. Рассматривается экономическая система, которая 
состоит из двух п х фирм, каждая из которых производит  

у

х, за счет
 

и от деятельности фирм, собственниками капи-
тала

между предприятиями поровну, и вся прибыль рас-
. 

иями: 

Литература: 1–4, 6, 12, 13. 

МОДЕЛИ ОБЩЕГО ЭКОНОМИЧЕСКОГО РАВНОВЕСИЯ  
НА РЫНКАХ БЛАГ И ФАКТОРОВ ПРОИЗВОДСТВА 

Примеры решения типовых задач 
11.1. В данном примере рассматривается задача нахождения общего 

экономического равнове

ТЕМА 11 

отребителей и дву
по одном  виду продукции. Предпочтения потребителей представлены их  
функциями полезности: 

Ui ({Qi ,j}) i = 1, 2 = 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

×=

×=
2

2,21,22

2,1
2

1,11

QQU
QQU

, 

где Qi,j– количество j-го блага, потребляемого i-м индивидом. Доходы  
(бюджеты) потребителей формируются, во-первы  продажи труда  
(рассматривается только один фактор производства – количество труда) 
и, во-вторых, за счет прибыл

 которых они являются. Каждый индивид (потребитель) желает продать  
по 6 ед. труда по одной и той же цене r, так что 12

21
=+ SS LL . Акции каждой 

фирмы распределены 
пределяется на дивиденды

Фирмы имеют фиксированный объем не изнашивающегося капитала  
и применяют технологии, характеризующиеся следующими производст-

венными фун
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
=

22

11
12
2

LQ
LQ

кц .  

Решение

Рассчитать для данной экономической системы модель общего эконо-
мического равновесия и вычислить суммарную ценность произведенной 
продукции. 

.  
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1. Из условия максимизации ожидаемой прибыли находим функции  
спроса на труд для каждой из фирм в зависимости от цен на эти блага (Р1, Р2)  
и цены на трудовые ресурсы (r)… 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

=

=
⇒

⎪
⎩

⎪
⎨

=

=
⇒

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

=

=

22
2

2

21
1

22
2

21
1

2

2

1

1

))(
4

(

))(
4

(

)
2

(

)
2

(

2

2

r
PpL

r
L

r
pP

L
r

L

r
L

qP

r
L

D

D

  
2. Подставляем полученные выражения для функций спроса на труд 

  
2. Подставляем полученные выражения для функций спроса на труд 

⎧⎧⎧

⇒
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=
⇒

−=
−=

⇒
⎩
⎨
⎧

−=
−=

2

2222

1111

2222

1111

0
0

max
max

max
max

2
2

1
1

PppPpP

rLLqP
rLLpP

rLQP
rLQP

dL
d

dL
d

π

π

π
π

π
π

 
в приведенные в условии задачи выражения для производственных функций  
каждой из фирм, чтобы получить функции предложения первого и второго  
благ в зависимости от цен на эти блага (Р1, Р2) и цены на трудовые ресурсы (r): 

 
в приведенные в условии задачи выражения для производственных функций  
каждой из фирм, чтобы получить функции предложения первого и второго  
благ в зависимости от цен на эти блага (Р1, Р2) и цены на трудовые ресурсы (r): 

.

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=
⇒

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

r
PQ
r
PQ

LQ

LQ

S

S

D

D

2
2

1
1

22

11

72

2

12

2
. 

3. Подставляем полученные в пп. 1–2 функции спроса на труд и функции 
предложения благ в выражения для прибыли каждой и суммируем эти выра-
жения для получения формулы общей прибыли рассматриваемой экономи-
ческой системы. 

r

P

r

P

r

P
r

rLQP

rLQP
DS

21
212

2
2

1

2222

1111
9

9

+=+=⇒

⎪
⎪

⎩

⎪
⎨

=

⇒
⎪⎩

⎪
⎨

−=

−=
Σ πππ

π
π

π
. 

4. Сформируем бюджетные ограничения для каждого из потребителей 
(они же в данной экономической системе являются и производителями), 
обратившись к условию задачи. При формир

P
DS 22

2
1⎪

⎧
=⎧ π

овании таких ограничений  
будем учитывать, что каждый из потребителей предлагает на рынок труда  
по 6 ед. труда и , что прибыль от использования этого труда при произ-
водстве делится поровну (см. условия задачи): 

то

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=

+=

Σ

Σ

2
6

2
6

2

1

πrR

rR
. 

π

5. Найдем функции потребительского спроса ля каждого из потреби-
телей из условия максимума соответствующих эти  потребителям функций 
поле

 д
м

зности и определенных в предыдущем разделе бюджетных ограничений: 
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⎪

⎪
⎨
⎧

=

=+⋅=

2

12,121,112,1
2
1,11

max
 приmax

U
RQPQPQQU

⎩ =+⋅ 22,221,21
2

2,21,2  при RQPQPQQ
. 

Составим функции Лагранжа, выпишем необходимые условия макси-
мума функций полезности и упростим полученную систему стандартным  
способом (разделив правые и левые части соответствующих уравнений  
друг на друга): 

⎪
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⎪
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∂
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1
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2202
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QP
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Подставим полученные выражения в балансовые ограничения и после 
некоторых несложных преобразований завершим нахождение функций  
потребительского спроса: 
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QP
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х субъектов на всех рынках, 
мож ческого равновесия для рассмат-
риваемой экономики (экономической сист ). В соответствии с законом  
Вальраса достаточно определить равновесия лишь на двух из трех рынков. 
Выб

Условие равновесия на рынке труда: 

6. Формализовав поведение экономич
но построить модель общего экономи

емы

ерем рынок труда и рынок первого блага. 

12)(9)(12 2221
2121 =+⇒=+=+

r
P

r
PLLLL SSDD .  

Условия равновесия на рынке первого блага:  
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7. Примем единицу труда в качестве масштаба н (r = 1). Тогда условия 
ут следующий вид: 

 це
равновесия приобрет

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=
⇒

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=−
−=

⇒
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=
=+

3
6
6

9122736
912

9123
129

2

1
2
2

2
2

2
2

2
1

2
2

2
1

2
2

2
1

P

P

PP
PP

PP
PP

. 

8. Вычислим суммарную ценность произведенной продукции:  
15662412722 2

2
2

12211 =×+=+=+ PPQPQP SS . 

Задания по теме 11 

 

ются. Каж
дать по равному числу единиц труда по одной и той же цене r, так что 

яется на дивиденды. 
 объем неизнашивающегося капитала  

и производст-

венными функциями: 

11.1. Рассмотрите экономическую систему, которая состоит из двух 
потребителей и двух фирм, каждая из которых производит по одному виду 
продукции. Предпочтения потребителей представлены их функциями полез-
ности: 

Ui ({Qi ,j}) i = 1, 2 = 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

×=

×=
2

2,21,22

2,1
2

1,11

QQU
QQU , 

где Qi,j– количество j-го блага, потребляемого i-м индивидом. Доходы
(бюджеты) потребителей формируются, во-первых, за счет продажи труда  
(рассматривается только один фактор производства – количество труда) и,  
во-вторых, за счет прибыли от деятельности фирм, собственниками капи-
тала которых они явля дый индивид (потребитель) желает про-

221
10 pLL SS =+  и 221 5pLL SS == . Акции каждой фирмы распределены между  

предприятиями поровну и вся прибыль распредел
Фирмы имеют фиксированный

и применяют технологии, характеризующиеся следующим

⎪⎩ = 232 LpQ

ы модель общего экономи

⎪
⎨
⎧ = 111 LpQ . Требуется рассчитать для данной эконо-

мической систем ческого равновесия и вычислить 
. суммарную ценность произведенной продукции

Литература: 1, 2, 4–6, 9, 17, 18. 
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РАЗДЕЛ 3. ОСНОВЫ ТЕОРИИ ПРОИЗВОДСТВЕННЫХ ФУНКЦИЙ 

ПОНЯТИЕ ПРОИЗВОДСТВЕННОЙ ФУНКЦИИ ОДНОЙ  
И МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ 

Примеры решения типовых задач 
12.1. Рассмотрим пример определения параметра р, который характе-

ризует значимость научно-технического прогресса для микроэкономиче-
ской производственной функции следующего вида: 75,0

2
25,0

1 xxpey = .  
В плане-конспекте лекций отмечалось, что микроэкономическая производ-
ственная функция выражает максимально возможный объем выпуска про-
дукции в условиях ограниченного использования ресурсов: х1 – количество 
основных фондов и х2 – трудозатраты. В данной ситуации взаимодействие  
внутренних факторов в производственном процессе предполагается посто-
янным и прирост продукции может обеспечиваться только за счет фактора 
научно-технического прогресса. Задача состоит в определении значения  
параметра р, при котором в каждый момент времени будет обеспечиваться 
максимально возможное значение величины конечного продукта. Конечно, 
для определения оптимального значения параметра р нам необходимо задать 
в явном виде ограничение на испо

ТЕМА 12 

льзование ресурсов. Предположим, что  
это ограничение имеет вид: 5х1 + 3х2 + 12р ≤ 100. Здесь числа 5, 3 и 12 могут  
интерпретироваться

зующие экономические возможности данной 
производственной системы (на выпуск продукции выделяется 100 единиц  
сумм са, которые 

 максимизации (заметим, что представ-
ленное ограничение в данной задаче можно заменить на ограничение типа 
равенства 5х1(t) + 3х2(t) = 100 + 4t): 

 как (неизменные – см. выше) цены за единицу, соот-
ветственно, факторов х1, х2 и р, а правая часть ограничения – как заданные  
внешние условия, характери

арного ресур должны быть распределены между факторами  
х1, х2 и вложениями р в научно-производственную деятельность). Сформу-
лируем соответствующую задачу

100122315max75,0
2

25,0
1 =++⇒ pxxxxpe . 

Запишем функцию Лагранжа, соответствующую данной аче, и со-
ставим систему уравнений: 

. 
25,0p  

зад

)122315100(75,0
2

25,0
1),,2,1( pxxxxpepxxL −−−+= λλ

Обозначим 21 xxe  через F и запишем необходимые условия
максимума функции Лагранжа: 

75,0
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⎪
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∂
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∂
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Для того чтобы выяснить экономический смысл величины p в сравне-
нии с факторами х1 и х2, рассчитаем эластичность рассматриваемой микро-
экономической функции по каждому из перечисленных  
параметров. Поскольку в предыдущей теме настоящего учебного пособия  
расс

  
нкции по выбранному аргументу рассматривается част-

⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

==

=

⇒⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

=
∂

=−=
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∂
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∂

6,005,0
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0525,0
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1
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F

Fx

F

FL
x
F

x
L

F
p
L

λ

λ
λ

λ

. 

75,0
2

25,0
1 xxpey =  

матривалась эластичность экономических функций только для случая  
одного переменного, сделаем дополнительные пояснения. Для нахождения  
величины эластичности произвольной экономической функции многих пере-
менных по любому из факторов используются формулы, сходные с приве-
денными в предыдущей теме, только вместо обыкновенной производной
результирующей фу
ная производная.  

Проиллюстрируем вышесказанное на рассматриваемом примере:  

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎬

⎫

=×
∂
∂

=

=×=×
∂
∂

=

=×=×
∂

=

)(

75,0275,02)(
2

25,0125,01)(

p
y
p

p
yypE

y
x

x
y

y
x

x
yyxE

xyxyyE

. 

Полученный результат показывает, что ежегодны

⎪
⎪

=

∂

3,7
22

111 yxyxx

й прирост вложений 
в на деятельность на 1% приведет для рассматри-
ваемой системы к росту выпуска выходного продукта на 7,3%, что почти  
в выш от-
дача от фактора 

учно-производственную 

ает отдачу от фактора х2 и почти в 30 раз больше, чем 
х1. 

10 раз пре

Задания по теме 12 
12.1. Определить значение параметра р, который характеризует значи-

мость научно-технического прогресса для микроэкономической производ-

ственной функции следующего 321
31 pp

 вида: 
21

xxey =  при 

ресурсных ограничениях: 10032211

321 ppppppp ++++

≤++ ppxpxp . Рассчитать коэффи-
циенты эластичности производственной функции по отношению к факто-
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рам производства и научно рогрессу. 
Литература: 3, 4, 11, 15

-техническому п
. 

ВОДСТ  ФУНКЦИЙ
И СООТВЕТСТВУЮЩИЕ ЭКОНОМИЧЕСКИЕ ПОКАЗАТЕЛИ 

иповых задач 
, связанный с расчетом произв
 величин, маржинальных величин

эластичностей, показателей предельной нормы замены труда капиталом  
и капитала трудом

Рассмотрим производственную функцию Кобба-Дугласа Y = K0,3L0,7  
вательно все требуемые величины: 

ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА ПРОИЗ ВЕННЫХ   ТЕМА 13 

Примеры решения т
13.1. Рассмотрим еще один пример одных 

экономических показателей: средних ,  

.  

и рассчитаем последо

1. Средние величины 
3,0

,
7,0

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

L
KYA

K
LYA LK ;  

2. Предельные (маржинальные) величины 
7,0

3,0 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛×=

K
LYMK , 

3,0
7,0 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛×=

L
KYML ; 

3. Эластичности 7,0;3,0
∂
∂

==× =×
∂
∂

=
LYKY
YL

YE
YK

YE LK ;  

4. Предельные нормы замены K
L

K
L

K
L

YE
YEYR

L

K
LK ×=×=×= 43,0

7,0
3,0

,  ,

LY
K1

 величины (среднее зна-
чени ь эскизы соот-
ветствующих графиков (для каждого типа функции нарисовать на одном  
рисунке четыре график

перболическая фун

R
YR

LK
KL ×== 3,2

,
, . 

Задания по теме 13 
13.1. Рассчитать производные экономические
е, маржинальное значение и эластичность) и построит

а: исходная функция (суммарная величина), среднее  
значение, маржинальное значение и эластичность) для следующих эконо-
мических функций: 

1. Линейная функция: y = p3 + р1х.  

2. Ги кция: 
x

py 2
1 += .  

3. Степенная функция: 12
p

xpy = .  

4. Экспоненциальная функция: 
xp

epy 12= . 

p

Указание. Графики строит
13.2. Для каждой из двух п

ь только для х ≥ 0. 
роизводственных функций  
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31
31

pp
p

pp
p

++ 31 LKy =  – функции Кобба-Дугласа и y = p1К + р2L – линей-
но и по -выпуск 
(первый при К = и изокванту, соответствующую y = 3.  

одственных функций из предыдущего 

й функци строить по три графика: по два графика затраты
 10, второй при L = 5) 

13.3. Для каждой из двух произв

примера 31
3

31
1

pppp LKy ++=  – функции Кобба-Дугласа и y = p1К + р2L – 
линейной функции получить аналитические выражения для средних вели-
чин, маржинальных величин, эластичностей по каждой из переменных. 
Также получить аналитические выражения для эластичности производства, 
предельной нормы замены труда капиталом и капитала трудом. 

Литература: 1–3, 6, 11, 15. 

РАЗДЕЛ 4. МОДЕЛИ ЭКОНОМИЧЕСКОГО РАВНОВЕСИЯ. МАКРОУРОВЕНЬ 

pp

МОДЕЛИ МАКРОЭКОНОМИЧЕСКОГО РАВНОВЕСИЯ  
НА РЫНКЕ БЛАГ 

Примеры решения типовых задач 
15.1. Пусть домашние хозяйства 30% своего реального дохода исполь-

зуют на покупку отечественных благ и 15% – на импортных
товаров; подоходный налог равен 25% независимо  д

ТЕМА 15 

 приобретение  
 от величины охода, 

оста
ц ей . 

 предъявляет спрос н

вшиеся 30% домашние хозяйства сберегают. Пусть также инвестици-
онный спрос предпринимателей характеризуется функ и  40 – 4i Госу-
дарство планирует закупить 20 ед. благ, а заграница а 
10 ед. отечественных благ. Определить условия экономического равновесия 
на рынке благ (уравнение кривой IS) и выписать выражение для функции 
эластичности дохода Eiy(i) в зависимости от ставки банковского процента i. 

Решение. Из условия задачи следует, что Zy = 0,15; Тy = 0,25; 
Sy = 0,3; G = 20; Е = 10, а на рынке благ установится равновесие, если

 
  

(0,3 + 0,25 + 0,15)y = 40 – i + 20 + 10. Решив полученное уравнение, най-
дем выражение для кривой IS как функции y(i): iyy 44,1100100 10 −≅−= . 7
После этого нетрудно рассчитать величину эластичности дохода относи-
тельно изменения банковского процента: 

i
iidyiyEi

44,1)(
−

−=×= .  
ydi 44,1100

15.2. Предположим, что равновесное состояние на рынке благ для  
некоторой экономики описывается уравнением yTyy y +− I+ G= )(6,0 ,  
а ставка подоходного налога – 25%. Предположим, что государственные  
расх

охода снизилась в соответствии с моделью инвестиционного 
мультипликатора. На сколько процентных пунктов нужно поднять подо-

оды I + G упали с 100 до 98 (на 2%) и равновесная величина нацио-
нального д
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ходный налог, чтобы компенсировать это снижение национального дохода?  
Решение.  
Определим вначале равновесное значение национального дохода, для  

чего решим уравнение .  18210055,0100)25,0(6,0 ≅⇒=⇒+−= yyyyy
В соответствии с моделью инвестиционного мультипликатора умень-

шение национального дохода вследствие сокращения государственных  
расходов составило:  

82
25,0
11

(
1
−−

=Δ
CC

y 2
25,06,06,01

)(
)1

−=−=
×−−

−=Δ+Δ GI
Tyvv

. 

 мультип-
лика

yy

Подставим эту величину в левую часть модели налогового
тора:  

.05,0
55,0
6,0

174
8

55,0
6,01748

)8182(
)25,06,06,01(

8)(
)1(

=×=Δ⇒Δ×=

⇒−Δ
×+−

−=−⇒Δ+Δ
+−

−

yy

yy
yvyvy

TT

TyyT
TCC  

6,08 =−
vy

C

 макроэкономических субъектов характеризуется сле-
дующими данными:  

. 
овесную величину национального дохода. 

Полученный результат означает, что ставку налога нужно поднять  
с 25 до 30%, т.е. на пять процентных пунктов.  

15.3. Поведение

2,0;4,0;250;;302,0;1007,0 ====+=+= yy
v ZTETGyIyC

Определить равн
Решение. Поскольку y = C + I + G + E – Z, то  

17272,02504,0)302,0(]100)4,0(7,0[ ≅⇒−+++++−= yyyyyyy . 
15.4. Спрос домашних хозяйств на отечественные блага характеризу-

ется функцией C = 0,7y + 50, а на импортные – Zy = 0,2. Спрос предприни-
мателей на инвестиции задан функцией I = 400 – 60i. Государство закупает 
70 ед. благ, а заграница – 30. Вывести уравнение линии IS.  

Решение. Линия IS – совокупность сочетаний y,i на рынке благ выво-
дится из равенства: 

1100605505,0
307060400507,02,0

yiy
iyyyEGICZy

=⇒−=
⇒+

.120i−
+−++=+⇒+++=+

 

Задания
 реального д

аница 

 по теме 15 
15.1. Пусть домашние хозяйства 10р1% своего охода исполь-

зуют на покупку отечественных благ и 10% – на приобретение импортных 
товаров; подоходный налог равен 15% независимо от величины дохода, 
оставшиеся (100 – 10р1 – 10 – 15)% домашние хозяйства сберегают. Пусть 
также инвестиционный спрос предпринимателей характеризуется функци-
ей 40 – р2i. Государство планирует закупить 20 ед. благ, а загр
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пред
ия на рынке благ (уравнение кривой IS) и выписать 

выражение для функции эластичности дохода Ei ,y(i) в ависимости от 
ставки

ъявляет спрос на р3 ед. отечественных благ. Определить условия эко-
номического равновес

з
 банковского процента i. 

15.2. Предположим, что равновесное состояние на рынке благ для неко-
торой экономики описывается уравнением GIyTypy y ++−= )(

15
2 , а ставка по-

доходного налога – 5р3%. Предположим, что государственные расходы  
I + G упали с 100 до 100 – р1 (на р1%) и равновесная величина националь-
ного тветствии с моделью инвестиционного муль-
типликатора. На  процентных пунктов нужно поднять подоходный  
на  ком

еских субъектов характеризуется сле-
дующ

 дохода снизилась в соо
 сколько
пенсировать это снижение национального дохода?  лог, чтобы

15.3. Поведение макроэкономич
ими данными:  

2,0;
5

;250;;102,0;100
10

3
2

1 ====+=+= yy
v ZpTETGpyIypC . 

Определить равновесную величину национального дохода. 
15.4. Спрос домашних хозяйств на отечественные блага характеризуется  

функцией С = 0,7y + 10p2, а на импортные – Zy = 0,2. Спрос предпринима-
телей на инвестиции задан функцией I = 400 – 10p3i. Государство закупает  
70 ед. благ, а заграница – 10р1. Вывести уравнение линии IS.  

Литература: 2, 3, 5, 6, 9. 

МОДЕЛИ РАВНОВЕСИЯ НА РЫНКАХ ДЕНЕГ И КАПИТАЛА ТЕМА 16 
Примеры решения типовых задач 

16.1. Предположим, что активы Центрального банка (денежная база)  
в некоторой стране составляют 250 усл. единиц. Предположим, что значение  
норматива минимального резервного покрытия равно 0,2, норматива ка
совых остатков коммерческих банков –  = 0,2 – i, а доля наличных денег  
в общей сумме кредитов коммерческих банков – γ = 0,35 – 2i. Предположи  
также   
усл. 

с-

м
, что ставка процента возросла с 0,03 до 0,05. Определить, на сколько
единиц и на сколько % к первоначальному уровню изменилось коли-

чество наличных денег в обращении. 
Решение. В соответствии с моделью кредитного мультипликатора и  

соотношением MH = γK рассчитаем величину наличных денег до и после  
повышения процентной ставки: 

HKMH
)]−(1+)−(1+

−−
==

αγγβα
βαγγ

)[
1 . 

04,83250
55,0
63,029,02) 50

2,029,029,0
==

)]−(1+)−)03,02,0(2,0[0 (1−+
03,02,0(2,0129,0 −−−

== KMH γ , 
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66,79250
51,0

25,0
2,0)05,0235,0()05,0235,0()05,02,0(2,0[

==
)]−(1×−+)×−−(1−+

65,0
1 250)05,02,0(2,0125,0 −−−

== KMH γ .

Итак ения процентной ставки с 0,03 до 0,05 коли-
чест х денег в стране уменьшилось на 3,38 усл. единиц, или  
на 4,

е M = 200 + 4i;  
скор  которого 
созд

2% получаемого
характеризуется формулой 50 – 3i. 

я положение линии LM, если:  
сть о

б) уровень цен снизится на 20% (обе новые кривые LM нарисовать  
на том же графике). 

 

, в результате повыш
во наличны
07% по отношению к первоначальному уровню.  
16.2. Предложение денег осуществляется по формул
ость их обращения равна 20 оборотов за период, в течение
ается реальный доход в размере 3000 единиц. Спрос домашних хозяйств  

на деньги по мотиву предосторожности равен  ими дохода,  
а реальный спрос на деньги как имущество 

1) Определить равновесную ставку процента; 
2) построить график LM; 
3) как изменитс
а) скоро бращения денег снизится в 4 раза?  

Решение.  
1) На рынке денег достигается равновесие при  
200 + 4i = ×20

1  3000 + 0,02*3000 + 50 – 3 i => i = 8,6. 
2) Множество сочетаний y,i, обеспечивающих равновесие на рынке  

из равенства 200 + 4i = ×денег, определяется 20
=> 7y = 15 000 + 700i => y = 2 147 + 100i. 

3а) При снижении скорости обращения денег в 4 раза равновесие на  
рынке достигается:  
при 200 + 4i =

1 y + 0,02*y + 50 – 3i =>  

( )×4
20
1 y + 0,02*y + 50 – 3i => 22y=15 000+700i => y = 681,8 + 

31,8i. 
3б) При снижении на 20% уровня цен уравнение LM определится  

из ра ×20 y + 0,02*y + 50 – 3i => 250 + 5i = 1венства (200 + 4i)/0,8 = ×20 y +  
+ 0,02*y + 50 – 3i => 7y = 20 000 + 800i => y = 2857 + 114,3i. 

Задания по теме 16 
16.1. Предположим, что активы Центрального банка (денежная база) 

1

 
, 

ального резервного покрытия равно 0,035p2, 
0,2 – 0,3p3i,  

а доля мерческих банков –  
γ = 0,3
до 0,05. Т на сколько условных единиц и на сколько 
процентов к первоначальному уровню изменилось количество наличных 

в некоторой стране составляют 10*(p1 + p2 + p3) усл. единиц. Предположим
что значение норматива миним
норматива кассовых остатков коммерческих банков –  = 

 наличных денег в общей сумме кредитов ком
5 – 0,4p1i. Предположим также, что ставка процента возросла с 0,03  

ребуется определить, 
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дене
редл ение денег осуществляется по формуле: M = 200 + p i;  

скорость их обр о  
создается реаль 0 ед. Спрос домашних хозяйств  

и равен p3% получаемого ими дохода,  
тво характеризуется формулой: 50 – 3i. 

9, 10, 14. 

МОДЕЛИ СОВМЕСТНОГО РАВНОВЕСИЯ НА РЫНКАХ БЛАГ,  

ные блага выражается 
форм

ходится 20 000 денежных ед.,  
а спрос на деньги для имущества соответственно пред-
ставлен формулами:  

г в обращении. 
16.2. П ож 1

ащения равна 5p2 оборотов за период, в течение которог
ный доход в размере 300

на деньги по мотиву предосторожност
а реальный спрос на деньги как имущес

1) требуется определить равновесную ставку процента; 
2) построить график LM; 
3) определить как изменится положение линии LM, если: 
а) скорость обращения денег снизится в 5 раз?  
б) уровень цен снизится на 20% (обе новые кривые LM нарисовать 

на том же графике)? 
Литература: 2–6, 

ТЕМА 17 

ДЕНЕГ И ЦЕННЫХ БУМАГ 

Примеры решения типовых задач 
17.1. Спрос домашних хозяйств на отечествен

= vулой: C  0,4y  + 1000, а на импортные: Z = 0,1y. Объем инвестиций 
равен: I= 5000 – 1250i + 0,1y. Государственные расходы в точности равны 
сумме подоходного налога, ставка которого составляет 25%. Экспорт страны 
равен 10 000 ед. благ. В обращении на

 сделок и в качестве 

0002
5,1i

Необходимо определить состояние торгов

60020;6,0 имсд −
−

== LyL . 

о баланса страны при дос-
тиже  и финансовых рынках.  

Решение

ог
нии совместного равновесия на рынках благ

.  
Вспомним макроэкономические обозначения:  

располагаемый после уплаты налогов) доход; 
G = 00 – экспорт; Z = 0,1y – 
импо

а) Условие равновесия на рынке
⇒+++=

yv =y – Tyy = y – 0,25y –  (
Tyy = 0,25y – государственные расходы; E=100
рт. 

 благ: 
EGICy

yyyiyyy 1,00001025,01,0250100050001)25,0(4,0 ⇒−+++−++−=  
iyy 125055,000016 −+=

Уравнение линии IS : y = 35 556 – 2 778i. 
б) Условие равновесия на денежном рынке: 
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0002
5,1

6,000020имсд −
−

+=⇒+=
i

yLLM .  
60020

Уравнение линии LM:
5,1

3333466736
−

−=
i

y . 

в) Условие совместного равновесия – IS=LM: 

5,1
66736778255635

−
−=×−

i
i  или 2 77833334 × i  + 28 944× i – 84 000 = 0. 

Отсюда i• = 2,36 (положительное значение корня); y• ≈ 29 000; Z• ≈ 29 000;  
. 

ство находящихся в обращении денег равно 30 ед., а спрос на 
деньги выражается
потребления

2

E – Z = 10 000 – 2 900 = 7 100
17.2. Ответ: экспорт превышает импорт на 7 100 денежных ед. 
Количе

 функцией l = 2y – 150i. Кроме того, известны функция  
 C = 0,75y и функция инвестиций I = 5 – 25i.  

1) Составьте уравнение функции совокупного спроса. 
2) Как изменятся объем совокупного спроса и номинальная ставка 

проц уровень цен  ента при повышении уровня цен с 1 до 1,5 (номинальный 
принят за 1)?  

Решение.  
1) Для определения функции совокупного спроса составим уравнение 

линии IS: y = I + C = 5 – 25i + 0,75y, решить это уравнение относительно i: 

yyi 01,02,0
25

25,05
−=

−
= . Затем составим уравнение линии LM: 

iy
P

150230
−=  и подставим в это уравнение значение лученное из первого 

урав

 i, по

нения:  

60605,03030)01,02,0(1502150230
+=⇒+−=⇒−⋅−=−=

P
yy

P
yyiy

P
. 

2) При P =1 совокупный спрос равен 60 + 60 = 120, а при  
P = 1,5 – 40 + 60 = 100, соответственно. Следовательно, совокупный спрос 

и на 17% по отношению к первоначальному уровню.  

линий

снизится на 20 ед. ил
Найдем ставку процента при P = 1, решив для этого систему уравнений 

 IS и LM:  

028,0
35
1

75,0255

150
1 ==

⎪⎩

⎪
⎨

⎪⎩

⎪
⎨ ⇒

+−=

−=⇒
+=

= i
yiy

iy

SIy

I
P .  

Соответственно при P = 1,5:  

230⎧ ⎧M
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057,0201502
5,1

30
≈=⎪

⎨
⎧

⎪
⎨
⎧

⇒−=⇒= iiyIM

3575,0255⎪⎩ ⎪⎩ +−=+= yiySIy
P   

Задания по теме 17 
17.1. Спрос домашних хозяйств на отечественные блага выражается 

формулой: 2000
20

1 += vypC , а на импортные: Z = 0,2y. Объем инвестиций 

раве ,15y. Государственные расходы в точности  
ра е под яет 20%. Экспорт 
страны  12 000 денежных ед.,  

стве имущества соответственно пред-
ставлен формулами:  

н: I = 6000 – 125×p2× i + 0
вны сумм

 равен
оходного налога, ставка которого составл

ед. благ. В обращении находится 30 000 
а спрос на деньги для сделок и в каче

000
2

00016;
25 им

3
сд −

−
==

i
Ly

p
L . 

Определить состояние торгового баланса страны при достижении  
совместного равнове благ и финансовых рынках.  

17.2. Количество находящихся в обращении денег равно 10p1 единиц, 
а спрос на деньги выражается функцией l = p2y – 200i. Кроме того, известны  
функция потребления C = 0,75y и функция инвестиций I = 0,1×p1×p3 – 20i.  

1) Составьте уравнение функции совокупного спроса. 
2) Как изменятся объем совокупного спроса и номинальная ставка 

процента при повышении уровня цен с 2 до 2,5?  
Литература: 2–6, 9, 10, 14. 

1

сия на рынках 

ОДЕЛИ РАВНОВЕСИЯ НА РЫНКЕ ТРУДА

Примеры решения типовых задач 

18.1. Цена предложения труда зада  функцией  (1-й 

вари ция зависит от ставки зар тной  
плат концепция – 

функция зави производства  
представлена п ой функцией y = 50N –  уровень  
цен принят за оначальные  
уровни занятости и объема  из вариантов – пол -
чить аналитическое выражение ля функции совокупного предложения ,  
в предположении, что уровень цен повышается на 25% (Pb = 1,25), вычис-
лить абсолютны зводства.  

Решение

ТЕМА 18 М  

на S 127,01 += NW

ант: неоклассическая концепция – функ або
ы) и функцией PNW S 127,02 +=  (2-й вариант: кейнсианская 

сит от изменения уровня цен). Технология 
2роизводственн

 единицу 
N . Исходный
найти перв(Pa = 1). Для 1-го варианта  

 производства, а для каждого у
 ид

й и относительный эффекты занятости и прои
. Вначале определим  спроса на труд. Она определяется  

из условия:  
 цену
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)250()50( 2 NPWNNAPWyAPW D
N

D
N

D −=⇒−⋅=⇒⋅= . 
Затем определим первоначальный уровень занятости (при Pa = 1): 

=+⇒= DS NWW

Тогда исходный объем производства .  
Пусть теперь у  1,25.  

1-й вариант 2-й вариант 

7,13250 =⇒− aNN . 127,01

 5,4427,137,1350 2 =−×=ay
ровень цен повышается на 25% : Pb =

Расчет эффектов занятости и производства 

найдем новый уровень занятости 

78,15
)250(25,1127,0

=

⇒−×=+

b

bb
N

NN  
84,14

)250(25,125,1127,0
=

⇒−×=×+

b

bb
N

NN  

вычислим значение абсолютного эффекта занятости 
08,27,1378,15 =−=−= ab NNdN  14,17,1384,14 =−=−= ab NN  dN

вычислим значение относительного эффекта занятости 

%1,15%100 =
aN

dN

 
%3,8%100 =

aN
dN

 
найдем новый объем производства 

54078,1578,1550 2 =−×=by  8,52184,1484,1450 2 =−×=by  
вычислим значение эффекта производства 

5,975,442540 =−=−= ab yydy  3,795,4428,521 =−=−= ab yydy  
вычислим значение относительного эффекта производства 

%0,22%100 =×
ay

dy  %9,17%100 =×
ay

dy  

Определение функции совокупного предложения производится в два 
этапа: вначале определяется равновесный уровень занятости из условия 
равенства цен спроса и предложения, а затем его значение подставляется  
в выражение для производственной функции:  

1-й вариант 2-й вариант 

7,02
1250)7,02(120 −

=⇒+=−
PNNPP

 
127,0)250(1 ⇒+=−⇒= NNPWW SD

5
+P 7,02

38)7,02(38 =⇒+=
PNNPP

 
127,0)250(2 ⇒+=−⇒= PNNPWW SD

+P

49,08,24
56417502500

)
7,02

1250(
7,02

125050

2

2

1

2
1

+

−+
=

⇒
+
−

−
+

+

−
⋅=

P
PPy

P
P

P
Py

S

S

 

49,08,24
13302356

)
7,02

38(

2

2

+
=

⇒
+

−

PPy

P
P

S
 

7,02
3850

22

2

++

+
⋅=

PP

P
PyS

P

18.2. Рассматривается неоклассическая модель общего экономического 
равновесия, в которой технология производства национального дохода зада-
ется я сбережений имеет 
вид ункция предложения  

производственной функцией y = 50N – N2, функци
S = 3 + 1,5i, функция инвестиций – I = 15 – 2i, а ф
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труд
кото дства национального  
дохо аметров. 

а – NS = 3w + 2i. В обращении находится 25 денежных ед., каждая из  
рых совершает пять оборотов за период произво
да. Определить равновесные значения экономических пар
Решение. 1. Равновесная ставка процента определяется из равенства  

1,8;,35,13215 ===⇒+=−⇒= •• ISiiiSI .  45

Из условия максимизации прибыли wN
dN
dy

=−= 250  найдем функцию 

спроса на труд: ND = 25 – 0,5w. Следовательно, на рынке труда установится  
равновесие, если:  

.41,2217,55,02545,323

5,02523 45,3

=⇒=⇒−=×+

⇒−=+⇒=

••

=

Nwww

wiwNN i
DS

 

При такой занятости yS = 50·22,41 – 22,412 = 618. 
Потребление домашних хозяйств составит C• = y – S = 618 – 8,1 = 609,9.  
Тогда yD= С• + I• = 609,9 + 8,1 = 618, y• = уS = yD.  
Уровень цен находится из количественной теории денег: 

20,025
618
5

=×=×= •
• M

y
VP . 

18.3. Рассматривается кейнсианская модель общего экономического
равновесия. Технология производства благ характеризуется производст-
венной функцией y = 50N – N 2 . Предельная склонность предпринимателей 
к ин

y; спроса на импортные блага: Z = 0,1y; спроса на деньги:  
i) и предложения труда: N S  = 2W – 18. Государство уста-

нови
 ед. благ. В обра-

 платы 
фиксирована на уровне 10 денежных ед. Определить производимый в стране 
наци

  

вестированию равна 60 ед.; предельная эффективность капитала –  
15%. Поведение домашних хозяйств отображается функциями сбережений:  
S = 0,2  
L = 0,4y + 5(20 – 

ло пропорциональную ставку подоходного налога 25%, государственные  
закупки на рынке благ равны 25 ед. Заграница покупает 15
щении находится 200 денежных . Денежная ставка заработной ед

ональный доход и состояние рынка труда. 
Решение 1) На 

нии IS и линии LM:  
основе приведенных данных составим уравнение ли-

:SIS yiiyyyEGIZT 009,07,151525)15(601,025,02,0 −=⇒++−=++⇒++=++  

2505,12500)20(54,0200),(: −+=⇒−+=⇒= iyiyiyLMLM . 
PPP

2) Подставим выражение для i, полученное из уравнения линии   
в пр цию совокупного  

спроса: 

IS
еобразованное уравнение линии LM, получим функ

3,484,449500 250)009,07,15(5, −=⇒−−
P

yy D

й 

12+=
P

y .  

3) При заданной денежно ставке зарплаты объем спроса предприни-
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мателей на труд определится из равенства W S  = P×M N y :  

P
NNPP D 52525010 −=⇒−= . 

4) Следовательно, при данной технологии функция совокупного пред-
ложения имеет вид: 2)525()525(50

PP
y S −−−×= . 

5) Чтобы определить ра  ц
друг к другу функции совокуп

вновесный уровень ен, нужно приравнять 
 предложения: ного спроса и совокупного

385,00037,0667,0)525()525(503,48 22 =⇒=−−⇒−−−×=− •PPP
PPP

. 

6) Определим производим оход:  

4,449

ый национальный д
7,11183,48

385,0
4,449

=−=•y , равновесный объем спроса на труд 12
385,0
525 =−=•N  и 

равновесную ставку процента i• = 15,7 – 0,009×1118,7 = 5,6. Поскольку при 
WS = 10 объем предложения на рынке труда будет равен NS = 2×10 – 18 = 2,  
то дефицит трудовых ресурсов составит 12 – 2 = 10 ед. труда.  
Задания по теме 18 

18.1. Вывести неоклассическую и кейнсианскую функцию спроса на  
труд при использовании 10p1 ед. капитала и технологии, ленной  

производственной функцией 

представ
32 32pp pp KNy

+
= . 

18.2. Цена предложения труда задан  функцией )( 3211 ppNpW S ++=   

(1-й вариант: неоклассическая концепция – функция зависит от ставки за-
работной платы) и функцией PppNpW S )( 3212 ++=  (2-й вариант: кейнсиан-

ская концепция – функция зависит от изменения уровня цен). Технология 
производ

а

ства представлена производственной функцией y = 8p N – N 2 .  
Исхо

2
дный уровень цен принят за единицу (Pa = 1). Для 1-го варианта найти 

первоначальные уровни занятости и объема производства, а для каждого 
из вариантов – получить аналитическое выражение для функции совокуп-
ного предложения и в предположении, что уровень цен повышается на 
5p3%, вычислить абсолютный и относительный эффекты занятости и 
производства.  

18.3. Рассматривается неоклассическая модель общего экономического  
равновесия, в которой технология производства национального дохода  
задается производственной функцией y = 7p1×N – p2×N2, функция сбережений  
имеет вид S = p2 + 2i, функция инвестиций – I = 4p3 – 3i, а функция пред-
ложения труда – NS = 2p1×  w+ 3i. В обращении находится 50 денежных ед., 
каждая из которых совершает p2 обо

 
ротов за период производства нацио-

наль  значения экономических пара-ного дохода. Определить равновесные
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метров. 
18.4. Рассматривается кейнсианская модель общего экономического 

ра Тех тся производствен-
2 ая склонность предпринимателей к ин-

ная эффективность капитала – 15%.  
Пове

L = 0,4

ботной платы фиксирована 
на у

рынка труда. 
Литература: 2–6, 9, 15, 17. 

РАЗД ЛИ ЭКОНОМИЧЕСКОЙ ДИН КИ 

ДИНАМИКИ 

Примеры решения типовых задач 
асполагает 256 ед. капитала

вновесия. нология производства благ характеризуе
ной функцией y = 50N – N . Предельн
вестированию равна 60 ед.; предель

дение домашних хозяйств отображается функциями сбережений: S = 0,2y; 
спроса на импортные блага: Z = 0,1y; спроса на деньги: y + p1(20 – i)  
и предложения труда: N S  = 3W – р3. Государство установило пропорцио-
нальную ставку подоходного налога 25%, государственные закупки на  
рынке благ равны 25 ед. Заграница покупает 15 ед. благ. В обращении нахо-
дится 200 денежных ед. Денежная ставка зара

ровне р денежных ед. Определить производимый в стране националь-
ный доход и состояние 

ЕЛ 5. МОДЕ АМИ

МОДЕЛИ ЭКОНОМИЧЕСКОЙ ТЕМА 20 

20.1. Страна р  и 32 ед. труда. Технология  
производства представлена производственной функцией 3 2

tt
KN . Предельная 

склонность ежению равна 0,25. Система цен совершенно эластична. 
1. Какой темп равновесного роста в описа

бы п

 к сбер
нных условиях не изменил  

роизводительность труда? 
2. Что необходимо для достижения этого? 
Решение. В

соблюдение рав
 условиях задачи для равновесного роста необходимо  
енства tttty nqnqS ψψ =⇒=− 25,00 .  

Поскольку 
2

3
3 2

t

t
tttt

N
yKKNy =⇒=  то 3

3

32

3

t
t

t
t

t

t

t q
N
y

N
N
y

==≡ψ . Тогда 

условие равновесного роста принимает вид 2
3 25,025,0 tt nnqq =⇒= . 

tq

3. Поскольку 2
32320

0
0 ==⇒=

N
y , то для сохранения  

такой производительности труда необходим прир

225632 63 23 0 ×KN

ост трудовых ресурсов  

2

в размере 0625,0
2
25,0
2 ==n . В этом случае в заданных условиях будет равно-

весный 6,25% прирост национального дохода.  
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20.2. В период t0 страна располагает 1000 ед. капитала и 25 ед. труда.  
Условия производства представлены производственной функцией 

. Темп прироста трудовых ресурсов составляет 1,5% в год 
за пе
инвестиций в предыдущем периоде. Население сберегает 25% националь-
ного дохода. Вследствие совершенной гибкости цен в каждом периоде со-
воку

2) При какой норме сбережений в исходных условиях в рассматриваемом 
периоде будет равновесный экономический рост?  

3,07,0
ttt KNy ×=

риод. Приращение капитала в текущем периоде соответствует объему 

пный спрос равняется совокупному предложению при полном исполь-
зовании труда и капитала. 

1) Является ли экономический рост страны в рассматриваемом периоде 
равновесным?  

3) Как изменится средняя производительность капитала в период t6 по  
сравнению с периодом t0? Чем объясняется это изменение и каков предел,  
к которому стремится производительность капитала в современных усло-
виях?  

Решение. 1) Равновесное состояние экономики определяется из равенства:  

0)(00 3,0 =−⇒=−⇒=−
t

t
t

t
yt

t
t

tytty N
Kn

N
K

SN
KnN

ySnqS ψ . 

Рассмотрим, выполняется ли это равенство в начальный момент времени:  
038,0)

25
1000(015,0)

25
1000(25,0)( 3,03,0 ≠=×−×⇒−

t
t

t

t
y N

Kn
N
KS . 

Следовательно, экономический рост страны в рассматриваемом пе-
риоде является неравновесным. 

2) Норму сбережений, которая обеспечит равновесный рост экономики, 
найдем из равенства: 

198,0)
25

1000(015,00)
25

10001000 3,0 (015,0 7,0 =×=⇒=×− yS . 

 сра  t0 , р
изменение основных макроэкономических показателей до периода t . Этот 
расчет удобно про

с электронными таблицами EXCEL.  

блицы можем рассчитать,  
что с

 в  и  о
уровню. Это ув
в свою очередь объясняется отставанием темпа прироста труда от темпа 

)
25

(×yS

3) Для того чтобы ответить на вопрос об изменении средней произво-
дительности капитала в период t6 по внению с периодом ассчитаем 

6

изводить на персональном компьютере с использованием  
программного средства для работы 
Представим соответствующие расчеты в таблице на отдельной странице 
(см. табл.).  

После проведения расчетов и заполнения та
редняя производительность капитала за период t6 по сравнению с пе-

риодом t0 озросла на 0,9 ли на 2,25% по тношению к первоначальному 
еличение вызвано увеличением капиталоемкости труда, что  
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прироста капитала. Производительность капитала стремится к равновес-
ному значению, определяемому равенством. 
Задания по теме 20 

20.1. Страна располагает 500 ед. капитала и 50 ед. труда. Технология  

21 21pp pp
KN+ × . производства представлена производственной функцией 

tt

асполагает 1500 ед. капитала и 15p1 ед. труда. 
Условия  производственной функцией 

tty . ставляет 0,5p3% в год 
 периоде соответствует объему  

Население сберегает 5p2% националь-
ного

тся совокупному предложен -
ла.  

ы в рассматриваемом  
пери

  

?  

При

yC

ичин национального 
дохода:  

) будет монотонно стремиться к равновесному значению;  

Предельная склонность к сбережению равна 0,05p3. Система цен совер-
шенно эластична. 

1) Какой темп равновесного роста в описанных условиях не изменил  
бы производительность труда? 

2) Что необходимо для достижения этого? 
20.2. В период t0 страна р

 производства представлены
7,0

t KN ×= 3,0 Темп прироста трудовых ресурсов со
за период. Приращение капитала в текущем
инвестиций в предыдущем периоде. 

 дохода. Вследствие совершенной гибкости цен в каждом периоде сово-
купный спрос равняе ию при полном использо
вании труда и капита

1) Является ли экономический рост стран
оде равновесным?  
2) При какой норме сбережений в исходных условиях в рассматри-

ваемом периоде будет равновесный экономический рост?  
3) Как изменится средняя производительность капитала в период t6 по

сравнению с периодом t0? Чем объясняется это изменение и каков предел, 
к которому стремится производительность капитала в современных условиях

Литература: 2, 4, 5, 9, 16. 

ТЕМА 21 МОДЕЛИ ЭКОНОМИЧЕСКИХ ЦИКЛОВ 

меры решения типовых задач 
21.1. В модели взаимодействия мультипликатора и акселератора  

Самуэльсона-Хикса 
⎩
⎨
⎧

=
+−+= −− 21)(

t

tttyt
CC

AyyCy κκ
 с начальными данными  

+ −1tyα

Cy = 0,8, A0 = 300, A1 = 500, A2 = A3 = … = 500. 
йти значения параметра к, при которых велНа а 

а
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б) у будет стремиться к равновесном значению, пройдя через зату-
хающие колебания;  

 колебательно изменяться с увеличивающейс ;  
 монотонно и неограниченно возрастать.  

ционального дохода. 
Вычислить значение супермультипликатора Д. Хикса для любого зна-

чени

в) будет я амплитудой
г) будет
Для вариантов а и б найти также равновесное значение величины на-

я параметра к акселератора, который обеспечивает рост национального 
дохода в области I, если автономный спрос увеличивается с постоянным 
годовым темпом прироста 12%. 

Решение. Для нахождения допустимых значений величины акселера-
тора найдем решение нижеприведенных неравенств: 

а) 26,08,0128,0212)2( <⇒−−−<⇒−−−< κκκ yy CC ;  
 
 
б) 126,0112)2( <<⇒<<−−− κκyy CC ; 

в) 09,218,0128,02112)2(1 +−<<⇒−+−<< κκ CC <<⇒− κy ; y

г) 09,212)2( >⇒−+−> κκ yy

Равновесное состояние национального дохода найдем по формуле 
C . C

2500
2,0
== .  500500A

8,011 −
=

−
=

yC
y

Для вычисления значения супермультипликатора Д. Хикса подставим  
в его формулу значение x = 0,12, взяв для параметра к любое значение,  
удовлетворяющее условию к < 0,26, например к = 0,2:  

7,311

1

1
==

+
=

+
+

−
C y κκ

. 
27,02,02,08,01 +−

  
3,7 е

данными:  

)12,01(12,01)1(1 22 ++++ xx

Это означает, что национальный доход ежегодно будет возрастать на
д. при ежегодном увеличении автономных инвестиций на единицу  

сверх их экзогенного роста в 1,12 раза. 

Задания по теме 21 

21.1. В модели взаимодействия мультипликатора и акселератора Са-
муэльсона-Хикса с начальными 

21

1=
pCy , A0 = 100×p2, A+p 1 = 150×p2, A2 = A3 = … = 150 p2 

найти значения параметра к, при которых величина национального 

×
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дохода
будет монотонно ь  равновесному зн
будет стр вн сн  зн ю чер зату-

хаю е колебания; 
в) будет колебательно  еличивающей  амплитудой; 
г) будет моно н ра ен озр ть.  
Для вариантов а и т е равновесное зн е  на-

ционального дохода
Вычислить зн у рму тип като Д. Х са дл  зна-

чения п етра к а , бес ивае  ион  
дохода   увеличивается  
годовым  при та p3%. 

Лите ра: 1

:  
а) 
б) 
щи

 стремит
ся 

ся к
ове

ачени
, пройдя

ю; 
 емить к ра ому ачени ез 

 

нно
изменяться
еог

с ув
но в

ся
то  и нич аста
 
. 

ач

а и 

ени

б н

е с

йт

пе

акж

ль

ачени

ик

 величины

я любоголи ра 
арам
в области
 темпом
рату

 аксе
если
рос

лер
 авт
тора
ономный

который о
спрос

печ т рост нац
 с постоянным

ального
 I, 

2, 3, 6, 9, 4. 
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Т а б а  

счеты макроэкономических 2 

л и ц

Ра показателей к задаче 5.

t П ели 0 1 2 3 4 5 6 

 

оказат

 – количество довых рес ов 25 38 4 2 26,93 27, тру урс 25, 25,76 26,1 6,53 34 
К t – кол апитала 1 000 8,9 1ичество к 101  1038,1 1057,6 1077,5 1097,6 11 8,1 

3,07
tK  – 

,0
tt Ny = объем национального дох

75,61 83 3 8 3,23 
ода 

76, 78,07 79,3 0,61 81,91 8

tN
t

t
K=ψ

 капиталовоору ность труда
40 15 4 0,90 

жен  
40, 40,31 40,46 0,61 40,75 4

t
t

t N
yq =

 – средняя прои тельность а 
3,024 28 ,0 3,0 ,0

зводи труд
3,0 3,031 3 35 3,038 41 3 45 

t
t

t

t
t K

yq
==

ψ
σ

 – средняя зводительн капитала

0,076 75 ,0 0,0 ,0

прои ость 

0,0 0,075 0 75 0,075 75 0 74 

1

1€
−

−−
=

t

tt
t y

yy
y

 – темп при а национального дохода 

- 16 0,0  0,0 ,016 

рост

0,0 0,016 16 0,016 16 0

1

1−€
−

−
=

t

t
t K

KK
K

 – темп та капитала 

- 0,019 ,0  0,0 ,018 t

прирос

0,019 0 18 0,018 18 0

tq  – 
 

ty qS 25,0= объем  на единицу трудо-
вых ресурсов

0,756 0,757 ,7  0,7 ,761 
сбережений

0,758 0 59 0,759 60 0

ttn ψψ 015,0=  потребно в дополнительном капи-
тале на единицу рудовых рсов 

0,600 0, ,6  0,6 ,614  –
 т

11 0сть 
ресу

602 0,605 0 07 0,609
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ПРИЛОЖЕНИЕ 

ОПТИМИЗАЦИОННЫЕ ЗАДАЧИ С ОГРАНИЧ .  
М Л

ЕНИЯМИ  
ЕТОД АГРАНЖА ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ НА УСЛОВНЫЙ 

РЕМУМ 

(xf овиях бюджетных ограничений  
≥≥≤+ xxxx , где х1 и х2 – два экономических блага (например, 

удовольствие и з
Заметим, чт кция f (х ; х ) вогнута, ее максимальное 

значение достиг за-
дача может быть ранжа. 
Сделаем это. Фу анжа здесь будет иметь вид: 

21
6,0 xx −−+− λ . 

Прир

ТЕМА 23 

ЭКСТ

Примеры решения типовых задач 
23.1. Найти максимум функции полезности (модель Р. Стоуна)  

6,0
2

4,0
12 )6()3(); −−= xxx  в усл1

0,0;10082 2121
доровье). 
о поскольку фун 1 2
ается на границе множества бюджетных ограничений и 
 переформулирована для использования функции Лаг
нкция Лагр

()3();;( 2
4,0

121 xxxxF ×−=λ )82100()6
авняем к нулю ее частные производные:  

⎪
⎪
⎪

⎪

⎨ ∂

=−
−

=∂
∂

⎪

−

−∂ 02
)3(

4,0

08
)6

)3(

2

1

21
1

4,0

6,0
11

x

xx
F

xx λ

⎩

⎪
⎪

⎧

=−−=∂
∂

=−
−

=∂⇒

⎪
⎪
⎪

⎪⎪
⎨

=−−=∂
∂

=−
−

=∂
∂

082100

08
)6(
),(6,0

),(

082100
(

)3(6,0

21

2

21

21

2

4,0
1

2

xxF
x

xxfF

xxf

xxF
x
x

x
F

λ

λ

λ

λ . 

з первых двух уравнений:  

⎪
⎧

=−
−

=∂ 02)6(4,0
6,0

2xF λ

⎪⎩
Выразим х1 и х2 и

,),(075,06),(
8
6,06

8
),(

),(2,03),(4,03),(4,03

1121

212121
1 ,

λλλ
xfxxf

xxfxxfxxfx

×−=

−=×−=−=

6,06
22

22
2

λλλ
xxfxx −=−=

 

подставим эти выражения в третье уравнение и проведем необходимые  
упрощения:  

46),(06,0484,06100082 212121
21 −=⇒=+−+−⇒=−−

λλλ
xxfxx . ),(),( xxfxxf100

Подставим теперь выражение 46),( 21 −=
λ

xxf  в формулы для х1 и х2,  

приведенные выше. Получим:  

.
,2,12462,03),(2,03 21

1 =×+=−=

45,946075,06),(075,06 21 =×+=−=

λ
xxfx

2 λ
xxfx

 

 



Математическое моделирование экономических систем 44

Это означает, что для максимизации определенной выше функции полез-
ност

х) полезность при этом будет равна 4,53 у.е. 

Задания по теме 23 
23.1. Найти максимум функции полезности (модель Стоуна) f (х ; х ) =  

= (х

ем величины х, при которых эластичность линейной функции  
y = –

и потребителю нужно приобрести 12,2 у.е.1 «удовольствий» и 9,45 у.е.  
«здоровья». Общая (т.е. максимально возможная при данных бюджетных  
ограничения

1 1

1 – 3)0,6(х2 – 3)0,4 в условиях бюджетных ограничений p1х1 + p2х2 ≤ 25p3;  
х1 ≥ 0, х2 ≥ 0, где х1 и х2 – два экономических блага (удовольствие и здоровье). 

Литература: 3, 4, 8, 13, 17. 

МАТЕМАТИЧЕСКИЕ СООТНОШЕНИЯ МЕЖДУ 
СУММАРНЫМИ,  

ТЕМА 24 

СРЕДНИМИ И ПРЕДЕЛЬНЫМИ ВЕЛИЧИНАМИ. СВОЙСТВА  
ЭЛАСТИЧНОСТИ И ЭЛАСТИЧНОСТЬ ЭЛЕМЕНТАРНЫХ  
ФУНКЦИЙ 

Примеры решения типовых задач 
24.1. Найд
3x + 12 будет равна –1;0 и 1.  
Решение. Запишем выражение для эластичности заданной функции 

123
3)123(
+−

−
=+−

x
xxE  и решим три уравнения: 

+∞→
=
=

⇒
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧−
=

+−
−

x
x

x
x 0

2x

1
0
1

123
3

. 

24.2. Найдем величины х, при которых эластичность функции   
будет равна –1;0 и 1. 

Решение

xexy 23 −=

. Запишем выражение для эластичности заданной функции  
=

x
xexE x 23)( 23 −=−  и решим три уравнения: 

1
5,1

1
0
1

23
=
=⇒

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧−
=− x

x
x . 

24.3. Найдем выражение для экономической функции y(х), если ее  
эластичность задается формулой Ex(y) = x2 – 4x + 0,4.  

2

Решение. Для нахождения функции y(х) решим следующее дифферен-
циальное уравнение:  

xx

eCx
xxx

Ce
dx

x
x

Ceyxx
y
x

dx
dy 4

2

2

4,0ln4,04
2

2
)4,04(

4,042
−

=
+−

=
∫ +−

=⇒+−=× . 

Найдем выражение для экономической  y(х), если ее 24.4. функции

                                           
1 У . е .  – условные единицы. 
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эластичность задается формулой Ex(y) = 2xе3х. 
Решение. Для решения обратной задачи – восстановления функции y(х) 

по заданному выражению для ее эластичности – решим дифференциальное 
уравнение:  

xCedxxeCeyxxe
y
x

dx
dy 3

3
23232 =∫=⇒=× . 

24.5. Функции эластичности спроса по цене, эластичности предложения  
по цене и перекрестной эластичности спроса могут быть источником содер-
жательно интересных экономических задач. Так, например, часто бывает  
важно установить, является ли функция эластичной в данной точке (при  
данной цене), если нам известно аналитическое выражение для этой функции,  
либо она задана в нескольких точках.  

Издательство обнаружило, что при цене 12 руб. оно смогло продать 
1000

 экономическую целесообразность первого  
повышения цены на книгу, оптимальную цену книг

 экземпляров книги в неделю, а после повышения цены до 16 руб. –  
800 экземпляров. Определить

и, при которой недельная 
выручка от ее продажи будет максимальной и величину этой выручки  
предполагая:  

а) линейность функции спроса на книгу от ее цены; 
б) линейность функции эластичности спроса на книгу от ее цены. 
Решение.  
а) Если функция спроса линейно зависит от цены на книгу, то ее урав-

нение легко получить из условия прохождения прямой линии через две  
точки: (P1,Q1) и (P2,Q2), где P1 = 12; Q1 = 1 000; P2 = 16; Q2 = 800. Данному  
условию удовлетворяет следующее уравнение:  

PQPQ
PP
PP

QQ
QQ 501600

1216
12

1000800
1000

12

1

12

1 −=⇒
−
−

=
−
−

⇒
−
−

=
−
− . Эластичность полу-

ченной функции спроса будет определяться выражением 
P501600 −

е Е (Q) = –1 (условие максимальной выручки достигается при Р = 16, 
а величина мак R = P

PQEP
50)( −

= , 

значени Р ) 
симальной выручки равна ×Q = 16×800 = 12 800 руб. 

шение цены на книгу с 12 до 16 руб. было полнос
Можно сделать вывод о том, что в данной экономической ситуации повы-

тью экономически обос-
новано. 

б) Предположим, что  

коэффициен  з
ной функции 

 линейная зависимость эластичности спроса  
от цены выражается следующей формулой: EP(Q) = A + B×P, где  
А и В – неизвестные постоянные коэффициенты. Для нахождения этих  

тов вначале решим обратную адачу восстановления неизвест-
спроса по заданному выражению для ее эластичности:  

BPeACPBPPACePe =+=
∫ ln . Положим С=1 и составим систему 

dPBA
+ )(

CQ =
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уравнений для нахождения неизвестных коэффициентов А и В из условия 
прохождения графика функции спроса через точки (P1,Q1) и (P2,Q2): 

⎧ +=⎪⎧ = 1212ln1000ln12121000 BABeA

⎩
⎨
⎧

⎩
⎨ −≈

⇒
+=⎩

⎨ ⇒
+=

⇒
⎪⎩
⎨

= 26,01677,268,61616ln800ln1616800 BBBABeA . 

Таким образом, вы  прини

⎧ ≈+= 41248,29,6 ABA

ражение для функции эластичности спроса -
мает вид E (Q) = 4 – 0,26 P. Чтобы вычислить выручку, нам необходимо  ×P
восстановить вид функции спроса и вычислить значение P, при котором  
достигается максимум выручки:  

.23,19
26,0
5

максимума условие-0
26,04)26,05(

26,0526,04

−×−=′

⇒

==⇒
=′

−==⇒−==

P
PR

 
Подставим полученное значение P в формулу для выручки и получим  

ее величину при новой цене:  

PePPPR

PePPQRPePBPeAPQ

руб.7221723,1926,0523,1926,05 ≅×−=−= ePePR  (Можно проверить, что 
значение эластичности функции спроса по цене при P = 19,23 руб. практи-
чески совпадает    том,  с –1). Полученный результат свидетельствует о что 
цену на книгу необходимо повысить. 

24.6. Предположим, что функция с  на книгу находится из решения 
предыдущей задачи (вариант а) и равна Q = 1600 – 50P. Предположим  
также, что функция предложения зависит от P по параболическому закону  

 данной книги (которая предполагается известной 
из решения предыдущей задачи и определяется из исследования функции  
спроса). Найти также величину предложения при оптимальной цене. 

Решение

проса

QS = 100 + А×P2, где А – неизвестный параметр. Найти выражение для  
функции эластичности предложения по цене, а также значение параметра  
А при условии, что эластичность предложения равна 1 при цене, опти-
мальной для покупателей

. Вначале найдем выражение для функции эластичности  

2

2
2

100
2)предложения: 100(

A
PAPAEp

P+ ×

×
=×+ . Затем найдем аналитическое  

выражение для параметра А, при котором EP = 1:  

22100 PP

22 1001 A
A
PA ⋅

в соответств дущей задачи, равна 16 руб.)  
 

=⇒= . Из того, 
×+

что при оптимальной цене спроса  

(которая, ии с решением преды
эластичность предложения равна единице, рассчитаем значение параметра А: 

39,0
16

00
2 ==A . Теперь найдем1  величину предложения по оптимальной  

цене 16 руб.: S = 100 + A×P2 => 100 + 0,39×162 = 199,8 = 200.  
24.7. Рассмотрим, каким о  ибразом можно з аналитического вида одной 
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из ос

торую

новных экономических функций (суммарная величина, средняя вели-
чина, предельная величина и функция эластичности) вывести остальные. 
Рассмотрим четыре возможных случая:  

1. Пусть заданная суммарная величина представляет собой неко  

функцию yS(х). Тогда 
)(

)(
)(;

)(
)(;

)(
)(

xsydx
xsdy

xsEy
dx

xsdy
xsMy

x
xsy

xsAy === . x

2. Пусть теперь задана некоторая функция ya(х), являющаяся средней 
величиной для неизвестной суммарной величины (функции) yS(х). Из ус-
ловия следует, что Ay S (x )  = y a (x ) . Теперь уже можно определить исход-
ную суммарную величину yS(х) и остальные функции: предельную вели-
чину и эластичность:  

;)()();()( xxayxsMyxayxxs +==×=
 

.)(1(1))(()( xEyaxxysxEy +=×+==
)()( xdyxMy

dxdx

)()( xadyxsdy
y

)()( axaydxaxsAys

3. Следующий вариант представляет выражение ym(х), которое теперь явля-
ется предельной функцией для неизвестной функции yS(х): My S (x )  = y m (x ) .  
В этом случае  

.

;

)(
)(

)(
)(

)(

)(1)(;)()(

∫

×
==

∫=⋅∫=

dxxmy
xmyx

xsAy
xsMy

xsEy

dxxmy
x

xsAydxxmyxsy
 

4. В четвертом варианте задается функция yе(х), которая является 
функцией эластичности для неизвестной функции yS(х): Ey S (x )  = y m (x ) .  
В этом случае  

.)()(
)()()(

)(
)(

)(

1)(;)()(

∫=×=⇒=

∫=∫=

dxxmye
xmy

CxsEyxsAyxsMy
xsAy
xsMy

xsEy

ye
x

CxsAydxxmyCexsy
 

;)(

x

dxxm

Зада

торых эластичность экономической  
функ 1;0 и 1. 

 функции y(х), если ее эла-
стичность задается формулой . 

ния по теме 24 
24.1. Найти величины х, при которых эластичность линейной функции  

31 5pxpy +−=  будет равна –1;0 и 1.  
24.2. Найти величины х, при ко
ции xpepxy 12 −

=  будет равна –
24.3. Найти выражение для экономической функции y(х), если ее эла-

стичность задается формулой 2
2

1 1,02)( pxpxpyEx +−= .  
я экономической

3
24.4. Найти выражение дл

 xpxepyEx 23)( =
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24.5. (Теоретическое задание). Показать, что для произвольной функции 
спроса по цене Q = Q(P) максимум выручки R = P×Q(P) будет достигаться  
всегда при том значении цены, при котором эластичность спроса по цене  
равна –1. Для этого выписать необходимое условие оптимальности 0=

dP
dR   

и преобразовать его так, чтобы в левой части оказалось выражение для 
эластичности EP(Q). 

24.6. Издательство обнаружило, что при цене р1 руб. оно смогло продать 
1000 экземпляров книги в неделю, а после повышения цены до р1 + р3 руб. –  
800 экземпляров. Определить экономическую целесообразность первого  
повышения цены на книгу, оптимальную цену книги, при которой недельная  
выручка от ее продажи будет максимальной и величину этой выручки  
предполагая:  

а) линейность функции спроса на книгу от ее цены; 
б) линейность функции эластичности спроса на книгу от ее цены. 
24.7. Предположим, что функция спроса на книгу находится из решения 

предыдущей задачи (вариант а). Предположим также, что функция пред-
ложения зависит от Р по параболическому закону S = 100 + A×P2, где  
А – неизвестный параметр. Найти выражение для функции эластичности  
предложения по цене, а также значение параметра А при условии, что эла-
стичность предложения равна 1 при цене, оптимальной для покупателей  
данной книги (которая предполагается известной из решения предыдущей 
задачи и определяется из исследования функции спроса). Найти также вели-
чину предложения при оптимальной цене.  

24.8. Для заданной функции 21
1

)( 3
pp

p

xpxay +
= , которая является  

средним значением некоторой неизвестной суммарной функции yS(х), найти  
выражения для неизвестной суммарной функции yS(х), ее предельной вели-
чины ym(х) и эластичности yе(х).  

24.9. Для заданной функции 
x
p

pxmy 1)( 2 += , которая является пре-

дельным значением некоторой неизвестной суммарной функции yS(х),  
найти выражения для неизвестной суммарной функции yS(х), ее средней  
величины yа(х) и эластичности yе(х). 

24.10. Для заданной функции xppxey 3)( 1 += , которая является функ-
цией эластичности для некоторой неизвестной суммарной функции yS(х), 
найти выражения для неизвестной суммарной функции yS(х), ее средней 
величины yа(х) и предельной величины ym(х).  

Литература: 3, 4, 8, 13, 18. 
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 ВВЕДЕНИЕ 
 
Основной целью плана-конспекта лекционного курса «Математиче-

ское моделирование экономических систем» является развитие и закреп-
ление навыков студентов по важному направлению, находящемуся на стыке 
экономики и прикладной математики и связанному с построением и при-
менением математических моделей для анализа разнообразных экономиче-
ских систем и процессов. План-конспект содержит необходимый минимум 
теоретических знаний по основным математическим моделям деятельности 
экономических субъектов на микро-, мезо- и макроуровнях. Усвоение сту-
дентами материала, изложенного в плане-конспекте лекций, внимательный 
и вдумчивый разбор примеров, задач, а также выполнение обязательных 
практических заданий будут способствовать формированию навыков в иссле-
довании и построении таких моделей с использованием данных экономи-
ческой и социальной статистики, что является необходимым требованием 
к качественной подготовке экономиста.  

РАЗДЕЛ 1. ТЕОРИЯ МОДЕЛИРОВАНИЯ  

ТЕМА 1 МОДЕЛИРОВАНИЕ В ЭКОНОМИКЕ 
Основные вопросы темы 
1. Моделирование и его свойства. 
2. Вербальные (описательные) и математические модели.  
3. Сфера применения математического моделирования в экономике. 
4. Недостатки метода математического моделирования. 
5. Последовательность построения математических моделей экономических 
объектов и процессов. 

6. Содержание концептуального анализа. 
7. Значение предмодельного анализа. 

1. Моделирование – это метод практического или теоретического опо-
средованного оперирования объектом, в ходе которого исследуется непо-
средственно не сам интересующий нас объект, а некоторая промежуточная 
вспомогательная система, естественная или искусственная, – модель, обла-
дающая следующими свойствами:  

• объективное соответствие моделируемому объекту; 
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• способность замещать познаваемый объект на определенных этапах 
исследования; 

• способность в ходе исследования производить некоторую дополни-
тельную по отношению к исходной информацию об интересующем 
нас объекте в виде, допускающем опытную проверку; 

• наличие четких правил перехода от модельной информации к инфор-
мации о самом моделируемом объекте. 

2. Из данного определения не следует, что модель исследуемого объекта 
должна быть непременно математической. Однако в действительности мате-
матические модели являются значительно более распространенными, чем 
вербальные модели. Это связано прежде всего со следующими недостат-
ками вербальных моделей: 

• сложностью описания одновременного действия большого количества 
связей, особенно обратных связей; 

• неоднозначностью понимания привычных терминов различными 
исследователями и, как следствие, затруднения в освоении модели 
новыми людьми. 

Особенность математического моделирования – описание реальных 
явлений, объектов и процессов с помощью некоторого набора формальных 
символических построений, упрощающих, но не слишком искажающих 
основные взаимосвязи, – дает как исследователю, разработчику, так и поль-
зователю модели определенные преимущества: 

• точность (возможность делать предсказания, допускающие сравнение 
с реальными данными); 

• абстрактность (использование символического языка позволяет 
оперировать только с теми элементами и допущениями, которые 
важны для реализации дедуктивного метода исследования); 

• однозначность (суждения о системе выводятся из модели и не тре-
буют повторения предыдущих эмпирических исследований). 

3. Математическое моделирование – неотъемлемая часть современной 
экономической науки. Использование математических моделей в экономике 
преследует несколько взаимосвязанных целей: 

• выделение и формальное описание наиболее важных, существенных 
связей экономических переменных и объектов, поскольку матема-
тические модели предполагают высокую степень абстракции; 

• исследование характерных свойств реальных экономических систем 
с помощью соответствующих математических моделей и представ-
ление выводов в наиболее точном и компактном виде; 

• использование для исследования реальных экономических систем 
дедуктивных и логических выводов, полученных из теоретического 
анализа соотношений, представленных в моделях соответствующих 
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систем в совокупности с данными о свойствах реальных экономи-
ческих объектов без проведения на них натурных экспериментов; 

• получение новых знаний об экономических процессах и объектах 
посредством индуктивного обобщения доступной экономической 
статистической информации через построение и оценку параметров 
эконометрических моделей; 

• исследование моделей сложных экономических систем с помощью 
средств имитационного моделирования. 

Следует отметить, что роль моделирования явлений и процессов реаль-
ного мира за последние годы существенно изменилась. Это отражается не  
только в значительном расширении предметных областей науки и практики, 
в которых математические модели успешно используются для решения  
различных задач, но и в изменении отношения к моделям и методу моде-
лирования. В настоящее время модели используются уже не столько для 
получения точных количественных характеристик рассматриваемых про-
цессов, сколько для нахождения качественных оценок, позволяющих видеть  
допустимые границы изменения исследуемых процессов, тенденции их 
развития и соответствующие возможности наших действий по корректи-
ровке этих процессов, изменению их тенденций, прогнозу этих процессов 
и управлению ими. Возрастает также роль математического моделирования 
как единого языка описания разнообразных систем, процессов и явлений, 
позволяющего упорядочить усилия исследователей.  

4. В то же время метод математического моделирования имеет сле-
дующие недостатки: 

• сложность используемого математического языка, приводящая к слож-
ностям содержательной интерпретации и затрудняющая понимание 
логики моделей данного типа специалистами рассматриваемой пред-
метной области – не математиками; 

• возможность сильных искажений реальных проблем, связанных с 
привнесением в проблему недостаточно адекватных моделей. 

Вышеизложенное позволяет сделать предварительный вывод о том, 
что основные проблемы математического моделирования связаны именно 
с обеспечением адекватности моделей реальным процессам и использова-
нием «разумно сложного» понятийного и математического языка, на котором 
эти модели могут быть описаны. 

5. Экономическая модель строится следующим образом: 
1) Формулируются предмет и проблема исследования, выбираются 

объект и цели исследования. 
2) Выделяются основные элементы модели и выявляются наиболее 

важные качественные характеристики этих элементов. 
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3) Словесно, качественно описываются взаимосвязи между элементами 
модели. 

4) Вводятся символические обозначения элементов модели и связей 
между ними, выбранные связи записываются в математической форме. 
Тем самым формируется математическая модель. 

5) Выполняются расчеты по математической модели. 
6) Проводится анализ результатов расчетов и принимается решение  

о том, достаточно ли модель соответствует реальным экономическим про-
цессам, чтобы помочь в решении проблемы, поставленной на первом шаге 
моделирования. 

7) Если оказывается, что модель не в полной мере соответствует реаль-
ным процессам, принимается решение о переформулировке или доработке  
модели и происходит возврат к первому шагу процесса моделирования. 

Необходимо понять, что построение экономических моделей – это  
не одноразовая процедура, а некоторый процесс, способствующий более  
глубокому пониманию реальных экономических проблем.  

6. Важным моментом, от которого зависит успешность процесса моде-
лирования, является выбор исходных понятий, знакомых лицам, принимаю-
щим решения, т.е. тем, кто будет использовать практические рекомендации, 
вытекающие из анализа результатов моделирования. Поскольку моделиро-
вание является процессом, его необходимо начинать с предельно простой  
модели. После оценки параметров этой модели рассматриваются результаты 
ее применения к реальным статистическим данным для выявления и оценки 
имеющихся несоответствий с моделируемым объектом. Затем исследуются 
основные допущения, лежащие в основе модели, и модель несколько услож-
няется с целью достижения большего соответствия с реальностью. Услож-
нение модели обычно бывает связано с изменением исходных предполо-
жений в сторону их «ослабления»: отказом от некоторых чрезмерно жестких 
ограничений, введением дополнительных переменных, нелинейностей в ос-
новные соотношения модели и т.п. 

Моделирование обычно начинают с концептуального анализа, который 
должен включать обоснование и формулировку проблемы, выбор базовых  
и рабочих определений используемых понятий, выбор экономической сис-
темы или процессов, в рамках которых традиционно происходит решение 
проблемы. Выбор системы обычно предусматривает определение и описание 
системообразующих факторов, элементов системы и способов их связи. 

7. Следующий этап моделирования – предмодельный анализ. Этот 
этап обычно включает попытки формализованного описания структуры 
связей и отношений в моделируемой системе. Основные связи и соотно-
шения выражаются посредством некоторых экономических величин, которые 
называются базовыми переменными модели и которые выбираются с учетом 
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последующих возможностей их количественного измерения с использова-
нием доступных и надежных данных. Термин «система» на этом этапе  
удобно понимать в виде процесса с данными объектами (вход, собственно  
процесс, выход, управление, ограничения), свойствами (характеризующи-
мися значениями параметров объекта) и связями (тем, что объединяет объ-
екты и свойства в систему). При этом именно на этап предмодельного ана-
лиза приходится тщательное разграничение объекта и предмета изучения 
(Н.И. Лапин, 1978): под объектом понимаются те компоненты реальности,  
которые содержат совокупность проблем, подлежащих исследованию, под 
предметом – те свойства и стороны объекта, которые наиболее выпукло 
отражают реальные проблемы. При таком подходе логичным становится  
использование следующего определения: предмет исследования (моделиро-
вания) – это теоретическая конструкция, представляющая структуру объекта  
таким образом, чтобы обнажить механизмы свойственных ему проблем. 

При принятии такой точки зрения следует считать, что этап предмо-
дельного анализа состоит прежде всего в формализованном описании 
предмета исследования с помощью некоторой совокупности отношений, 
характеризующих выбранные для такого описания объекты исследования. 

Подробнее см.: 3, 5, 6. 

ОСНОВНЫЕ ЭЛЕМЕНТЫ МОДЕЛЕЙ ТЕМА 2 

Основные вопросы темы 
1. Основные элементы экономических моделей. 
2. Примеры математических моделей экономических объектов.  

1. Математическая модель экономического объекта – это его упро-
щенный образ, представленный с помощью различных математических 
терминов: совокупности уравнений, неравенств, логических отношений, 
графиков.  

К числу основных элементов экономических моделей обычно относят 
индексы; эндогенные и экзогенные переменные; параметры; математические 
соотношения, описывающие поведение экономических объектов и соот-
ношения между переменными (уравнения модели); соотношения, опреде-
ляющие допустимое множество значений переменных; а также целевые 
функции для экономических объектов, представленных в модели. 

Индексы обычно используются для унификации обозначений модели. 
Индексами могут быть занумерованы экономические объекты, виды ресур-
сов и продукции, рассматриваемые в модели, уравнения модели, соотно-
шения, определяющие допустимое множество и целевые функции и т.д. 

Эндогенные переменные – это переменные, значения которых опреде-
ляются в ходе расчетов по модели, а экзогенные переменные – это пере-
менные, значения которых задаются исследователем обычно до начала 

 



2. План-конспект лекционного курса 53

расчетов по моделям. Параметры – это коэффициенты уравнений модели, 
влияние которых на существование и конкретный вид решений модели 
обычно также представляет интерес для исследователя.  

2. Можно привести огромное число примеров моделей экономических 
объектов, начиная от моделей линейного программирования, теории игр  
и управления запасами, которые подробно рассматривались в курсе преды-
дущего семестра «Математические методы экономических исследований», 
и заканчивая моделями функционирования отрасли промышленности или 
многоотраслевыми моделями народно-хозяйственного планирования, в со-
став которых входят сотни уравнений и тысячи переменных и параметров. 

Например, производственная функция Кобба – Дугласа показывает 
зависимость общего выпуска продукции от трех факторов: капитала, труда, 
а также технического прогресса: 

Y = A ×  Ka ×  Lb ×  Ert,  
где Y – объем выпуска продукции; А – коэффициент сопряжения размерности 
элементов формулы; К – затраты капитала; a – коэффициент, характери-
зующий прирост объема выпуска продукции, приходящейся на 1% прирост 
капитала; L – затраты труда; в – коэффициент, характеризующий прирост 
объема выпуска продукции, приходящийся на 1% прироста затрат труда;  
E – фактор, отражающий влияние технического прогресса (r) и времени (t). 

Производственная функция Леонтьева F(K,L) = min(K/a, L/b) является 
функцией с постоянными пропорциями потребления факторов и описывает 
жесткие производственные процессы. Это означает, что в жестком техно-
логическом процессе невозможна замена одного фактора другими и недос-
таток одного фактора нельзя компенсировать избытком другого. 

Замкнутая динамическая модель Р. Солоу предполагает, что фондово-
оруженность производства изменяется со временем и закон изменения есть 
решение дифференциального уравнения:  

 
( ) ( ) ( ) .1 knkfas

dt
dk

+−−= μ 
 
Односекторная модель экономической динамики Р. Солоу в случае  

непрерывного изменения времени  
 

( ) СKKСK
dt
dKXa ++=++=− μμ &1 . 

 
Здесь экономика характеризуется следующими переменными: 
Х – объем валовой продукции; 
К – основные производственные фонды (ОПФ); 
С – объем потребления без государственных расходов. 
Подробнее см.: 3, 5, 6. 

 



Математическое моделирование экономических систем 54

ТЕМА 3 ОСНОВНЫЕ ТИПЫ МОДЕЛЕЙ 
Основные вопросы темы 
1. Классификационные признаки для выделения различных типов матема-
тических моделей экономических систем. 

2. Цели использования моделей экономических систем. 
3. Примеры теоретической и прикладной моделей экономической системы. 

1. Математические модели, используемые в экономике, можно подраз-
делять на классы по ряду признаков, относящихся к особенностям модели-
руемых объектов, цели моделирования и используемого инструментария. 

По особенностям объекта моделирования можно выделить два крупных 
класса экономических моделей: микро- и макроэкономические модели. 
Микроэкономические модели описывают поведение отдельных экономиче-
ских единиц (производителей и потребителей), их взаимодействие на рынках, 
а также основные факторы производства и общие закономерности форми-
рования цен на производимые товары и услуги. Вследствие разнообразия  
типов экономических элементов и форм их взаимодействия на рынке микро-
экономическое моделирование занимает основную часть экономико-мате-
матической теории. Макроэкономические модели описывают экономику 
как единое целое, связывая между собой укрупненные материальные и финан-
совые переменные: ВНП, потребление, инвестиции, занятость, процентную 
ставку, количество денег и другие переменные, например демографические.  

2.  Цели моделирования, вытекающие из потребностей практики изучения 
экономических систем и управления ими, состоят в использовании моделей 
для описания экономических систем и процессов; для получения количе-
ственных оценок их состояния с точки зрения успешности реализации основ-
ных задач управления; для анализа и прогнозирования этих процессов, заклю-
чающегося в поиске устойчивых режимов и проявляющихся тенденций;  
а также для обеспечения возможностей интерпретации результатов моде-
лирования специалистами в данной предметной области, необязательно  
имеющими специальную математическую подготовку. 

Последовательные этапы моделирования (и соответствующие им типы 
моделей) – описание, оценка, анализ, прогнозирование и интерпретация – 
не только являются наиболее логичной основой классификации возможных  
моделей по отношению к основным целям моделирования, но и, по мнению 
ведущих специалистов по глобальному моделированию сложных социальных 
систем, обеспечивают наилучшие шансы на разработку взаимосвязанной 
системы моделей, удовлетворяющих потребностям практики управления 
этими системами.  

3.  По целям использования модели также можно разделить на теоре-
тические и прикладные. Теоретические модели позволяют изучать общие 
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свойства экономики и ее характерных элементов посредством дедуктивных 
выводов из формальных предпосылок, а прикладные модели дают возмож-
ность оценить параметры функционирования конкретного экономического 
объекта и сформулировать рекомендации для принятия конкретных прак-
тических решений. Задачей теоретических моделей является исследование 
вопросов о существовании решения модели, условиях его неотрицательности,  
стационарности, устойчивости по отношению к допущениям, принимаемым 
при построении модели, в то время как к задачам прикладных моделей отно-
сится, например, обоснование функционального вида тех или иных зави-
симостей между переменными и параметрами модели, а также исследование  
имитационных моделей таких сложных экономических процессов, для ко-
торых аналитические и теоретические методы исследования по различным  
причинам неприменимы.  

Например, статическая модель народного хозяйства Кейнса в самом 
простом виде следующая: 

⎩
⎨
⎧

+=
++=

,
,

IСу
byaC ε

 
где  С – личное потребление; 

y – национальный доход в постоянных ценах; 
I – инвестиции в постоянных ценах. 
В силу наличия тождества в модели (второе уравнение системы) b ≤ 1. 

Он характеризует предельную склонность к потреблению. Если b = 0,65,  
из каждой дополнительной тысячи рублей дохода на потребление расходуется  
в среднем 650 руб. и 350 руб. инвестируется. Если b > 1, то y < C + I  
и на потребление расходуются не только доходы, но и сбережения. Параметр,  
а Кейнс истолковывал как прирост потребления за счет других факторов. 

К пpиклaдным моделям oтнocятcя пpeждe вceгo экoнoмeтpичecкиe 
мoдeли, oпepиpyющиe чиcлoвыми знaчeниями экoнoмичecкиx пepeмeнныx 
и пoзвoляющиe cтaтиcтичecки знaчимo oцeнивaть иx нa ocнoвe имeю-
щиxcя нaблюдeний.  

Подробнее см.: 3, 5, 6. 

ТЕМА 4 МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ЭКОНОМИКА И ЭКОНОМЕТРИКА 

Основные вопросы темы 
1. Основные особенности эконометрических моделей. 
2. Трудности, возникающие в процессе моделирования реальных экономи-
ческих систем и процессов. 

3. Типовые экономические функции, использующиеся при эконометриче-
ском моделировании. 
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1. Математические соотношения, описывающие те или иные законо-
мерности изменения различных экономических процессов, обычно явля-
ются следствием теоретического рассмотрения, в то время как конкретные  
количественные значения параметров соответствующих моделей опреде-
ляются на основе реальной экономической статистики. Методы определения  
таких значений рассматриваются эконометрикой – наукой, изучающей  
экономические явления с количественной точки зрения. Эконометрика  
устанавливает и исследует количественные закономерности в экономике  
на основе методов теории вероятностей и математической статистики, при-
способленных к обработке экономических данных.  

Основным элементом эконометрического исследования является анализ  
и исследование моделей, описывающих взаимосвязи экономических пере-
менных. Построение и изучение таких моделей невозможно без понимания  
сущности экономических процессов и умения использовать в моделях реаль-
ные, а не вымышленные данные. Поскольку наши модели неполны, а данные  
несовершенны, значительная часть эконометрики посвящена методам, кото-
рые могли бы работать с такими моделями и данными.  

2. Основные сложности, которые затрудняют экономисту моделиро-
вание реальных экономических процессов: 

• модели микроэкономических, а особенно макроэкономических про-
цессов не являются строгими функциональными зависимостями; 

• модели часто неполны, поскольку, как правило, при их построении 
бывает невозможно выявить все основные факторы, влияющие на 
моделируемый процесс; 

• даже если нам удается выявить все существенные факторы, для не-
которых из них невозможно подобрать статистические показатели, 
которые можно было бы рассматривать в качестве количественных 
измерителей этих факторов (например, как количественно измерить 
уровень социальной напряженности в обществе); 

• многие воздействия, которые необходимо включить в модель, яв-
ляются случайными либо содержат случайную составляющую; 

• даже при наличии статистических данных, пригодных для измерения 
того или иного экономического показателя, этих данных очень мало 
(например, данных о макроэномических трендах российской эконо-
мики после введения коридора для обменного курса рубля по отноше-
нию к доллару), либо они содержат различного рода ошибки (напри-
мер, данные о некоторых видах преступлений по административным 
территориям России заведомо неполны, поскольку доля неучтенных 
преступлений существенно различна по разным территориям, и мы 
не имеем возможности корректно оценить эту долю). 
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Любое эконометрическое исследование всегда предполагает объеди-
нение теории (экономической модели) и практики (статистических данных). 
Взаимодействие теории и практики здесь двустороннее:  

• во-первых, для теоретической модели мы используем статистиче-
ские показатели для оценки коэффициентов модели с последующим 
использованием этой модели в практических целях; 

• во-вторых, изучение взаимозависимостей между различными набо-
рами статистических данных позволяет исследовать новые гипотезы  
о природе тех или иных экономических показателей, о причинно-
следственных связях между этими показателями, что может способ-
ствовать формулировке новых гипотез и построению новых теоре-
тических моделей. 

3. Обычно для моделирования взаимосвязей макро- и микроэкономи-
ческих показателей используются разнообразные (типовые) экономические 
функции. Перечислим некоторые из них:  

• производственные функции, отражающие зависимость выпуска про-
дукции от рабочей силы, основных факторов, природных ресурсов, 
научно-технического прогресса; 

• инвестиционные функции, характеризующие зависимость объема 
капиталовложений от произведенного национального дохода, вало-
вого внутреннего продукта, потребности в основных фондах, амор-
тизационных отчислений и др.; 

• функции спроса и потребления, зависящие от величины денежных 
доходов населения, размеров семьи, уровня цен, объемов производ-
ства, импорта; 

• функции занятости, межрегионального обмена и т.п.  
Подробнее см.: 3, 5–7. 

РАЗДЕЛ 2. МОДЕЛИ СОГЛАСОВАНИЯ ИНТЕРЕСОВ ЭКОНОМИЧЕСКИХ  
ОБЪЕКТОВ. МИКРОУРОВЕНЬ 

ТЕМА 5 ПОНЯТИЙНАЯ БАЗА МИКРОЭКОНОМИЧЕСКОГО  
МОДЕЛИРОВАНИЯ 

Основные вопросы темы 
1. Предмет микроэкономики.  
2. Основные элементы процесса ценообразования и их взаимосвязи. 
3. Метод построения микроэкономических моделей (моделей согласования 
интересов экономических объектов). 

4. Формулировка и использование «принципа рациональности» в микро-
экономическом моделировании. 
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1. Микроэкономика – наука, изучающая поведение отдельных эконо-
мических единиц (производителей и потребителей), их взаимодействие на 
рынках, факторы производства и общие закономерности формирования цен 
на производимые товары и услуги. Микроэкономика фактически изучает 
механизмы рыночного ценообразования, которые основаны на согласовании 
хозяйственных целей экономических объектов.  

Механизмы ценообразования определяются факторами, от которых 
зависит цена и объем продаж на конкретном рынке. К основным из опре-
деляющих факторов относятся: 

• технология производства; 
• вкусы потребителей; 
• налоговая политика властей; 
• обменный курс национальной валюты; 
• политический климат в стране; 
• погодные условия и др. 

2. Как видно из приведенного выше перечисления факторов, их, по-
видимому, огромное количество. Однако любой ценообразующий фактор 
обязательно воздействует на цену товара либо услуги либо через спрос, 
либо через предложение, которые и выступают в роли основных агрегиро-
ванных факторов, определяющих конкретное значение цены (рис. 1).  

Предложение или объем благ, который при данной цене могут пред-
ложить производители, в решающей мере зависит от затрат, возмещение 
которых является необходимым условием продолжения производства. 

Затраты, в свою очередь, определяются технологией изготовления 
продукции и ценами на факторы производства.  

Выбор технологии предопределяется количеством и качеством наличных 
факторов производства.  

Спрос на рынке благ – совокупность планов потребителей использо-
вать имеющиеся у них средства для максимального удовлетворения своих 
потребностей.  

Ассортимент и объем планов потребления зависят от их полезности 
(вклада в удовлетворение потребностей потребителя) и от бюджета потре-
бителя.  

Полезность – это субъективная потребность индивидуума (сигарета 
«полезна» для курящего). Бюджет формируется из текущего дохода и 
сбережений (непотребленной части предыдущих доходов). 

Кроме перечисленных прямых связей, идущих от ценообразующих 
факторов к цене, существуют обратные связи – от цены – к факторам, ее 
определяющим. Действительно, не только планы потребления индивидуума 
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определяют цены, но и цены благ учитываются при составления планов  
потребления. Аналогично обстоит дело с технологией: воздействуя через 
затраты и объем предложения на цену, технология сама зависит от цены 
реализации производимой продукции.  

Особую роль в процессе ценообразования играют текущие доходы 
участников производства, которые в качестве затрат производства воздей-
ствуют на предложение, а в качестве источника образования текущего 
бюджета и пополнения фонда сбережений формируют курс.  

Конечно, в кратком курсе математического моделирования автор не имеет 
возможности описать всю систему моделей, однако он считает исключительно 
важным, чтобы студент не только имел представление о наиболее важных 
из них, но и представлял себе, как эти модели взаимосвязаны друг с другом.  

3. Микроэкономические модели обычно строятся следующим образом: 
• формируются аксиомы, в абстрактной форме описывающие основные 
свойства наблюдаемых объектов (производителей и потребителей), 
и производится выбор основных переменных, используемых в даль-
нейшем при моделировании; 

• выдвигаются гипотезы о форме взаимозависимостей между перемен-
ными модели (производится вербальное описание модели); 

• проводится формализация основных соотношений модели с после-
дующим анализом этой модели, представленной в аналитической 
или графической форме. 

4. Обычно объект наблюдения в микроэкономике – это экономический 
субъект (производитель или потребитель), действующий на основе так на-
зываемого «принципа рациональности», суть которого состоит либо в макси-
мизации результата при заданных средствах, либо в минимизации затрат 
на получение некоторого заданного результата. Этим и объясняется столь 
широкое использование оптимизационных моделей в микроэкономическом 
моделировании. В математической теории оптимизации доказывается, что 
две вышеприведенные формулировки критериев оптимальности обладают 
определенной двойственностью: задача в первой формулировке всегда  
может быть сведена к задаче во второй формулировке и наоборот. Из сооб-
ражений удобства мы в дальнейшем будем использовать преимущественно 
первую формулировку: 

• цель потребителя – максимальное удовлетворение собственных потреб-
ностей; 

• цель производителя – максимум прибыли или другого показателя 
деятельности.  
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Рис. 1. Механизм рыночного ценообразования 

Подробнее см.: 3, 5, 6, 8. 

МОДЕЛИ ПРОИЗВОДСТВА И ПРЕДЛОЖЕНИЯ БЛАГ 
Основные вопросы темы 
1. Описать модель организации экономической деятельности Робинзона 
Крузо. 

2. Описать типовую модель определения функции общих затрат (издержек) 
производства. 

3. Математическая формулировка и экономическая специфика задачи мак-
симизации прибыли. 

1. Рассмотрим пример организации экономической деятельности Робин-
зоном Крузо. В вербальной форме в данной микроэкономической модели 
используется принцип рациональности в следующей формулировке: при 
имеющихся материальных и трудовых ресурсах задача Робинзона состоит 
в выборе им такого ассортимента и объема производимых благ, которые  
в максимальной степени будут удовлетворять его потребности. Для дости-
жения цели Робинзон сопоставляет полезность различных благ с учетом 
различия в трудоемкости их производства (изготовления).  

Экономическая деятельность Робинзона – это пример простейшей 
микроэкономической задачи, поскольку здесь и производитель, и потребитель 
выступают в одном лице. Однако, несмотря на ее простоту, ход и результаты 
решения этой задачи могут проиллюстрировать основные проблемы мик-
роэкономического моделирования: 

1) Степень соответствия различных благ потребности Робинзона зада-
ются с помощью некоторой функции (функции полезности), определенной 
в многомерном пространстве, осями которого являются количества потреб-

Факторы производства 

Технология 

Затраты  
производства Цели фирмы Потребности 

Предложение Бюджет индивида Сбережения Полезность блага

Цена План потребления индивида 

Спрос 

ТЕМА 6 
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ляемых благ и свободного (нерабочего) времени. Пусть это будет функция 
U =U(Q1, …, Qn, С), где Qi – количество потребляемого i-го блага; С –  
количество нерабочего времени.  

2) Технология производства каждого блага определена соответст-
вующей функцией (производственной функцией) Qi = fi (Li), где Li – коли-
чество времени, затрачиваемое Робинзоном на производство i-го блага 
(при заданном постоянном количестве капитала и земли).  

3) Робинзон имеет общий баланс времени CLconstT
i

i +∑== , в преде-

лах которого он может свободно распоряжаться выбором переменных Li. 
Таким образом, математическая формулировка модели хозяйства  

Робинзона – это задача оптимизации функции полезности при балансовом 
ограничении на время, распределение которого по видам деятельности  
оптимизируется.  

Для решения таких задач составляется функция Лагранжа:  
Y = U(Q1(L1), …, Qn(Ln), С) + λ(T – C – L1 – … Ln), максимум которой 

совпадает с максимумом функции полезности Робинзона при заданных огра-
ничениях.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 2. Графическая модель хозяйства Робинзона 

Для обеспечения большей наглядности построим графическую модель  
в предположении, что Робинзон производит лишь два блага Q1 и Q2 (см. рис. 2).  
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Во втором и четвертом квадрантах изображены графики производст-
венных функций каждого из благ, характеризующие зависимость между 
количеством затрачиваемого труда и выпуском продукции. Прямая TT  
в третьем квадранте представляет бюджет общего времени Робинзона. 
Прямая LL представляет бюджет рабочего времени; каждая ее точка показы-
вает, как все рабочее время может быть распределено между производством 
первого и второго благ. На основе вышеописанных графиков в первом 
квадранте строится линия XX производственных возможностей хозяйства  
Робинзона.  

Пунктирные линии иллюстрируют, каким образом строится линия XX: 
из точки на линии, представляющей бюджет рабочего времени, проводятся  
линии, перпендикулярные осям OL1 и OL2, до пересечения с графиками соот-
ветствующих производственных функций Qi = fi (Li). Затем из полученных  
точек пересечения проводятся прямые, перпендикулярные осям OQ1 и OQ2,  
пересечение которых и определяет точку на линии XX. Аналогично нахо-
дятся все другие точки на кривой производственных возможностей. 

Выбор оптимальной комбинации производимых благ Робинзон осу-
ществляет в соответствии со своей функцией полезности. Для графического 
изображения последней используется совокупность кривых безразличия  
(линий уровня функции полезности), представляющих одинаково полезные для 
индивида комбинации благ. Чем дальше кривая безразличия расположена  
от начала координат, тем более высокий уровень благосостояния индивида  
она представляет. Точка касания кривой производственных возможностей  
с наиболее отдаленной от начала координат кривой безразличия определяет 
комбинацию благ, максимизирующую функцию полезности Робинзона.  

2. Производство есть процесс преобразования одних благ в другие: 
факторов производства в готовую продукцию. Зависимость между количе-
ством используемых факторов и максимально возможным при этом выпуском 
продукции называется производственной функцией, свойства которой под-
робно рассматриваются в темах 12–13 (раздел 3). Основная цель настоящей 
темы – описание моделей, определяющих объем суммарного предложения  
конкретного блага со стороны всех его производителей (отраслевого пред-
ложения). При этом предполагается, что производители, во-первых, не из-
меняют величину запасов готовой продукции, поэтому объем производства 
всегда совпадает с объемом реализации благ, и, во-вторых, работают в ус-
ловиях экзогенно заданных фиксированных цен.  

Начнем с рассмотрения функции затрат (издержек) производства. Опре-
делим функцию общих затрат производства как зависимость между объемом 
произведенной продукции и минимально необходимыми затратами на ее 
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производство TC = C(Q). В экономическом анализе широко используются  
и такие производные экономические величины, как средние затраты на единицу 
продукции ))(( Q

QTCAC = , предельные затраты как приращение общих затрат 
при увеличении выпуска продукции на единицу ))(( dQ

QdTCMC = , так  
и коэффициент эластичности затрат от выпуска ))(QTCdQ

Заметим, что для количественного описания затрат нужно знать цены  
услуг факторов производства: rL – ставка заработной платы (цена труда)  
и rK – арендная плата за единицу используемого капитала (прокатная цена  
капитала). В этом случае выражение для общих затрат будет выглядеть  
следующим образом: TC(L,K) = rLL + rK

)(( QQdTCCEQ ⋅= . 

K. Линия равных затрат, если ее  
изобразить на плоскости переменных L и K, будет называться изокостой.  

Легко видеть, что приведенное выше выражение для функции общих  
затрат определяет ее в виде функции переменных L и K, а не в виде функции 
объема производства Q. Поэтому важной практической задачей является  
определение общих затрат в виде функции объема производства. Наметим  
здесь схематично путь, по которому нужно идти, оставив практический  
пример для отдельного рассмотрения (см. пример 2.1 в пособии «Про-
грамма курса и практические задания»). 

Для того чтобы выразить общие затраты в виде функции объема про-
изводства Q, достаточно через Q выразить обе переменные L и K. Это 
можно сделать, если вспомнить формулировку принципа рациональности: 
производственная функция определяется из решения задачи нахождения 
максимально возможного выпуска продукции при фиксированном значении 
общих затрат. Оказывается, что решение соответствующей оптимизационной  
задачи позволяет выразить обе переменные L и K через объем производст-
ва Q. Остается подставить полученные выражения L(Q) и K(Q) через объем  
производства Q в формулу для общих затрат TC(Q) = rLL(Q) + rKK(Q), при-
веденную в начале данного раздела, и мы найдем искомое.  

3. К числу важнейших факторов, определяющих объем предложения 
производителя, относится ожидаемая прибыль при реализации экономиче-
ского блага (продукции). Потому для определения объема оптимального 
предложения экономического блага нужно исходить из стремления произво-
дителя к максимизации прибыли. Количественно прибыль π(Q) есть разность 
между объемом реализованной продукции (выручкой) и общими затрата-
ми. При экзогенно заданных (т.е. не зависящих от производителя) ценах  
прибыль зависит только от объема выпуска: π(Q) = PQ – TC(Q). В этой  
ситуации необходимое условие максимизации прибыли по цене будет  
эквивалентно решению уравнения 0)(

=
dQ

Qdπ  и может быть записано в виде:  

))((0)( QTCMP
dQ

QdTCP =⇒=− , т.е. оптимальная цена равна предельным  
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общим затратам, а достаточное условие определяется отрицательностью  

второй производной функции прибыли: 02

2
<

dQ
, т.е. возрастанию пре-

дельных затрат. Заметим, что даже рассм  в ее простейшем 

максимума при возрастающих предельных затратах.  
Одной из важнейших характеристик предложения по цене является 

эластичность предложения )()( i
S
i

S
P QEQE = , показываю

озрастанию пре-

дельных затрат. Заметим, что даже рассм  в ее простейшем 

максимума при возрастающих предельных затратах.  
Одной из важнейших характеристик предложения по цене является 

эластичность предложения )()( i
S
i

S
P QEQE = , показываю

)(Qd π

атривая модель
виде, мы уже получили важный экономический вывод – прибыль достигает  

щая, на сколько про-
цент

предложения всех фирм, производящих данный вид продукции; ее эла-
стич

ТРЕБИТЕЛЬСКОГО СПРОСА 
Основны вопросы темы 
1. Современные тернативных благ.  

ровка и экономическая специфика задачи нахож-

 своими предпочте-
ниям

т  
разл

 свой бюджет, чтобы 

атривая модель
виде, мы уже получили важный экономический вывод – прибыль достигает  

щая, на сколько про-
цент

ент перекрес

предложения всех фирм, производящих данный вид продукции; ее эла-
стич

ТРЕБИТЕЛЬСКОГО СПРОСА 
Основны вопросы темы 
1. Современные тернативных благ.  

ровка и экономическая специфика задачи нахож-

 своими предпочте-
ниям

т  
разл

 свой бюджет, чтобы 

ов изменится объем предложения блага, если его цена изменится  
на 1%, а также коэффици тной эластичности предложения 

)()( i
S
ji

S
jP QEQE = .  

Функция отраслевого предложения определяется как сумма функций 

ов изменится объем предложения блага, если его цена изменится  
на 1%, а также коэффици тной эластичности предложения 

)()( i
S
ji

S
jP QEQE = .  

Функция отраслевого предложения определяется как сумма функций 

ент перекрес

ность выше, чем эластичность предложения любой из фирм отрасли,  
а общий вид функции зависит от количества фирм и их различий по вало-
вому предложению.  

Подробнее см.: 3, 5, 6, 8. 

ность выше, чем эластичность предложения любой из фирм отрасли,  
а общий вид функции зависит от количества фирм и их различий по вало-
вому предложению.  

Подробнее см.: 3, 5, 6, 8. 

ТЕМА 7 МОДЕЛИ ПОМОДЕЛИ ПО

е е 
 концепции полезности потребления аль концепции полезности потребления аль

2. Математическая формули2. Математическая формули
дения оптимального плана поведения потребителя. дения оптимального плана поведения потребителя. 

1. Теория потребительского спроса основана на модели поведения потре-
бителя, который действует на рынке в соответствии со

1. Теория потребительского спроса основана на модели поведения потре-
бителя, который действует на рынке в соответствии со

и, собственным бюджетом и при заданных ценах на различные блага.  
Основные трудности, возникающие при моделировании поведения  

потребителя, связаны с субъективным характером оценок, которые он дае

и, собственным бюджетом и при заданных ценах на различные блага.  
Основные трудности, возникающие при моделировании поведения  

потребителя, связаны с субъективным характером оценок, которые он дае
ичным благам при оценке этих благ в соответствии с собственной  

функцией полезности. В настоящее время существует несколько альтерна-
тивных концепций поведения потребителя:  

• кардиналистская (количественная) концепция полезности, в соот-
ветствии с которой потребитель так расходует

ичным благам при оценке этих благ в соответствии с собственной  
функцией полезности. В настоящее время существует несколько альтерна-
тивных концепций поведения потребителя:  

• кардиналистская (количественная) концепция полезности, в соот-
ветствии с которой потребитель так расходует
получить максимум полезности от совокупности приобретенных 
благ, каждое благо может быть количественно оценено потребителем, 
а предельная полезность любого блага убывает (последнее утвер-
ждение называют первым законом Госсена, который можно сфор-
мулировать в виде житейской мудрости – «даже самая вкусная еда 
со временем приедается»);  

получить максимум полезности от совокупности приобретенных 
благ, каждое благо может быть количественно оценено потребителем, 
а предельная полезность любого блага убывает (последнее утвер-
ждение называют первым законом Госсена, который можно сфор-
мулировать в виде житейской мудрости – «даже самая вкусная еда 
со временем приедается»);  
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• ординалистская (порядковая) концепция полезности, согласно кото-
рой потребитель не может количественно оценивать различные блага, 

й, означающая, что при  

ставим 
 

но тем не менее руководствуется в своем поведении определенными  
гипотезами (при прочих равных условиях большее количество  
любого блага предпочтительнее его меньшему количеству, потре-
битель может сравнивать между собой любые наборы благ по сте-
пени их предпочтительности для него, предпочтительность любого  
потребителя транзитивна и рефлексивна); 

• концепция выявленных предпочтений, в которой предполагается  
выпуклость индивидуальных предпочтени
данном бюджете и заданных ценах индивид предпочитает лишь одну 
из всех доступных ему корзин благ, а также что поведение потреби-
теля консистентно (т.е. если он при данных цене и бюджете предпо-
читает корзины благ А корзине благ Б, то и при всех других ценах  
и размере своего бюджета его предпочтение не изменится).  

2. В настоящем курсе мы будем работать только в рамках первой кон-
цепции, поэтому оптимальный план потребления индивидуума пред
как решение задачи оптимизации функции полезности U(Q1, …, Qn) 
на множестве различных наборов экономических благ (Q1, …, Qn) в усло-

виях заданных бюджетных ограничений MQP
n

i
ii =∑

=1
. Составим для сформу-

лированной задачи оптимизации функцию а и приравняем к нулю 
ее производные: 

)(),,( 1 ∑−+=
n
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Мы получили важный теоретический результат: потребитель при за-
данных ценах и бюджете максимизирует свою функцию полезности, если 
отно

спро

шение предельной полезности блага к его цене одинаково по всем 
благам и равно предельной полезности денег λ. Этот вывод называется  
вторым законом Госсена. Обратим внимание на то, что предельная полез-
ность денег определяется одновременно с оптимальной структурой покупок.  

В соответствии со вторым законом Госсена повышение цены блага i 
при неизменности остальных цен и бюджета потребителя снижает его объем 

са на это благо. Покажем это с помощью следующих рассуждений:  
поскольку рост Pi ведет к уменьшению спроса на благо в соответствии  
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с соотношением 
i

i
P

QM , то, чтобы компенсировать это уменьшение, нужно  

увеличить MiQ, ч соответствии с первым законом Госсена достигается  

следует, что снижение цены блага ведет к увеличению спроса на него. В  
этом суть закона спроса: объем спроса на благо находится в прямой зави-
симости от величины бюджета потребителя и в обратной от своей цены. 

Рыночный спрос на благо )(PQD

то в 
за счет сокращения потребления блага i. Из аналогичных рассуждений  

Σ  формируется в результате сложения 
индивидуального спроса всех потребителей данного блага ∑= DD PQPQ ()(Σ

i
i ) ,  

а график функции рыночного спроса – суммированием (сл  

по оси абсцисс) кривых индивидуального спроса всех потребителей рынка. 
По построению кривая рыночного спроса более полога, чем любая из со-
ставляющих ее индивидуальных кривых, и это означает, что рыночный 
спрос эластичнее каждого из входящих в него показателей индивидуального 
спроса.  

В общем случае функция рыночного спроса может зависеть не только 
от экзоге

ожением по оси
Q, которая, в свою очередь, в микроэкономике обычно откладывается  

нно заданных цен на рассматриваемые экономические блага и 
сумм

ИМОДЕЙСТВИЯ СПРОСА И ПРЕДЛОЖЕНИЯ 

Основ вопросы
1. Математическая есия 

ением. 

стичности для прогнозирования спроса  
т равновесной ситуации. 

 
  

благ

  
тако

арного дохода покупателей, но и от некоторых других параметров: 
числа покупателей и степени дифференциации их доходов.  

Подробнее см.: 3, 5, 6, 8. 

МОДЕЛИ ВЗАТЕМА 8 

ные  темы 
 формулировка и экономическая специфика равнов

между спросом и предлож
2. Равновесие между спросом и предложением. 
3. Использование коэффициентов эла
и предложения при небольших отклонениях о

4. Паутинообразная динамическая модель ценообразования и ее свойства. 

1. Функции спроса и предложения представляют планы производителей
и потребителей продать или купить некоторое количество определенного

а. Это количество зависит от ряда рассмотренных в предыдущем раз-
деле факторов, выступающих аргументами функций предложения и спроса.  

Состояние, при котором планы продаж и покупок конкретного блага 
совпадают, называется отраслевым (рыночным) равновесием. Любому

му состоянию соответствует равновесная комбинация значений цены  
и количества блага (P*,Q*).  
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Цена равновесия – цена, при которой объем спроса равняется объему 
предложения. Равновесное количество – такое количество благ, при котором 
цена

е относительно цены; 

 двум причинам:  

ния  

ля этого рынка объем предложения (этим может, напри-

ае.  

одавцы, изменяя вид функции 
спро

ия (приравнивания значений функций спроса и предложения) 
пред

 спроса равна цене предложения.  
Для определения равновесной комбинации цена – количество нужно 

осуществить две операции: 
• приравнять друг к другу функции спроса и предложения и решить 
полученное уравнени

• подставить полученное значение цены в одну из упомянутых функций.  

2. Равновесие на рынке может не достигаться по
• когда производители готовы поставить товар, а потребители готовы 
его покупать, однако минимально возможная цена предложе
заведомо выше максимально возможной цены спроса (к таким благам 
можно отнести, например, кругосветное путешествие на космическом 
корабле); 

• когда минимальный объем спроса превосходит максимально воз-
можный д
мер, объясняться отсутствие ресторанов в деревнях, отдаленных  
от транспортных магистралей).  

Дефицит блага образуется, если отраслевая цена меньше цены равно-
весия, а его избыток – в противном случ

Конечно, однажды установившееся отраслевое равновесие не остается 
постоянным (на рынке появляются новые пр

са; появляются новые покупатели, изменяя вид функции предложения), 
причем при одновременном изменении спроса и предложения цена равно-
весия может изменяться в любом направлении или оставаться на прежнем 
уровне. 

3. Прогнозирование рыночной цены посредством решения уравнения 
равновес

полагает знание функций спроса и предложения в явном виде. Однако 
сделать это не всегда представляется возможным. В то же время с помо-
щью коэффициентов эластичности и равновесных значений цены и объема 
продаж можно восстанавливать вид функций эластичности спроса и пред-
ложения, а значит, предсказывать, как изменится цена в случае изменения 
предпочтений потребителей или затрат на производство блага при неболь-
ших изменениях цены. Поэтому в странах с развитой рыночной экономикой 
регулярно публикуются расчеты значений прямой эластичности спроса  
и предложения по отдельным благам. Рассмотрим, каким образом, зная  
коэффициенты эластичности спроса и предложения, можно восстанавли-
вать аналитический вид соответствующих функций.  
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Пусть функция спроса QD(P) линейна, т.е. QD(P) = a – bP, где a и b – 
неизвестные коэффициенты. Тогда в точке равновесия
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Соответственно, при линейной функции предложения QS(P) = nP 
в точке равновесия 
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Таким образом, зная равновесные значения цены и объема одаж 
(P*,Q*), а также коэффициенты прямой эластичности спроса и предложения 
(ED и

производитель и покупа-
тель

, (3)  
где α и β легко могут быть выражены через исходные параметры функций 
предложения и спроса (

пр

 ES), можно определить значения параметров функций спроса и пред-
ложения и представить эти функции в аналитическом виде. После этого 
становится возможным прогнозирование новых значений равновесного 
спроса и предложения при изменении предпочтения потребителей или  
затрат на производство рассматриваемого блага.  

4. В приведенных выше моделях предполагалось, что при установле-
нии равновесных цены и предложения (спроса) 

 находятся в равных условиях. Однако это предположение не совсем 
верно. Так, покупатель, планируя в t-м периоде объем спроса, знает цену 
этого периода, а производитель в момент осуществления мероприятий, оп-
ределяющих объем его предложения, не знает, какова будет цена к момен-
ту выхода продукции на рынок. Так, фермер, определяя площади посева 
под те, или иные культуры, не знает цену урожая в день его реализации; 
производитель холодильников в момент принятия решения о планируемом 
к выпуску количестве холодильников еще не знает, по какой цене их можно 
будет продать. На этом основании более уместно предполагать, что если  
объем рыночного спроса в периоде t зависит от цены этого периода: 

t
D
t bPaQ −= , то объем рыночного предложения в данном периоде определя-

ется ценой предшествующего периода: 1−+= t
S
t nPmQ . При таком поведении 

агентов объем отраслевого спроса будет равен объему предло-
жения, только если  

11 −− +=⇒+=−⇒= tttt
S
t

D
t PPnPmbPaQQ βα

рыночных 

bb
nma

−=
−

= βα , ).  

Qt ≠ Qt–1. Возникает важный практический вопрос: 
ия в «равновесных» ценах с течением времени при 

однократном нарушении равновесия в модели (например, при скачкооб-

Если Pt ≠ Pt–1, то и 
уменьшаются ли различ
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разн

 процессы установления равновесного состояния рынка  
и на

βtP0 .  (4) 
1 – β), после преобра-

зова  правой части получим 

ом изменении цены экономического блага по отношению к предыду-
щему периоду).  

Данная ситуация характеризует важное свойство рынка – его устойчи-
вость или способность гасить возмущения. Такая модель более точно ими-
тирует реальные

зывается в литературе «паутинообразной моделью» ценообразования.  
Рассмотрим, при каких условиях в паутинообразной модели ценооб-

разования долгосрочное равновесие является устойчивым. 
Из общего вида модели (3) следует цепочка соотношений: 
P1 = α + βP0 , 
P2 = α + βP1 = α + αβ + β2P0 , 
P3 = α + βP2 = α + αβ + β2P1 = α + αβ + αβ2 + β3P0 , 
… 
Pt = α (1+β + β2 + …+ β t–1) + 
Умножив обе стороны последнего равенства на (
ний

t
t PP βα

ββ
α )( 0 −+= . (5) 

11 −−

При заданных значениях α и β равенство (5) задает решение динами-
ческого уравнения (4), о
времени приспосабливается
в ди

са и предложения, то долгосрочное 
равн

я спрос, то вслед за ним возрастает цена 
без у

писывающего, каким образом рынок с течением 
 к длительному равновесию. Это означает, что 

намических моделях ценообразования результатом решения является 
не скалярная величина (цена равновесия), а функция Pt, описывающая  
изменение рыночной цены во времени.  

Из равенства (**) следует, что Pt примет конечное значение (рынок 
стабилизируется), если |β|<1, т.е. если |b|<|n|. Поскольку параметры b и n 
определяют углы наклона для линий спро

овесие в паутинообразной модели ценообразования является устойчивым 
только в том случае, когда прямая спроса имеет меньший наклон к оси 
абсцисс, чем прямая предложения. 

Наглядно процесс перехода от одного долгосрочного равновесия к 
другому при |β|<1 можно изучить, рассматривая график функции Pt. Когда 
в некотором периоде t увеличиваетс

величения объема предложения. В следующем периоде t + 1 объем  
предложения возрастает в соответствии с ценой предыдущего периода,  
но при этом на рынке образуется избыток, который приводит к снижению  
цены, а следовательно, и к уменьшению предложения в периоде t + 2 и т.д. 

Подробнее см.: 3, 5, 6, 8. 
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МОДЕЛИ ЦЕНООБРАЗОВАНИЯ НА РЫНКАХ БЛАГ 
Основные вопросы темы 

ТЕМА 9 

1. Кл объектам сделок и условиям функционирования. 
2.  принципы и математические соотношения модели ценообра-
зования в усло

а задачи максимизации прибыли в условиях 

ия на олигопольном рынке. 

 выявил роль в этом процессе предпочтений и благосос-
и условий производства благ –  

ющих факторов –  
особенн

 сделок и условия их реализации различны,  
то су

 блага воспринимаются  
как 

рынки). 

ассификация рынков по 
Основные

виях совершенной конкуренции. 
3. Математические свойств
монополизированного рынка. 

4. Свойства эластичности в задаче максимизации прибыли в условиях моно-
полизированного рынка. 

5. Механизм и математическая модель ущерба от монополизации произ-
водства. 

6. Модели дискриминационных рынков. 
7. Механизм ценообразован

1. Приведенный в предыдущих темах анализ процессов рыночного 
ценообразования
тояния потребителей, с одной стороны, 
с другой. Но существует еще одна группа ценообразу

ости рынков, формирующих цену. Какова будет цена на конкретном 
рынке при заданных отраслевых функциях спроса и предложения, нельзя 
определить, если неизвестна структура (тип) рынка, на котором встреча-
ются спрос и предложение. 

В экономической теории рынком называется социально-экономический 
институт, обеспечивающий продавцам и покупателям возможность вступать 
друг с другом в контакт для осуществления взаимовыгодных торговых  
сделок. Поскольку объекты

ществует множество разновидностей рынков.  
По объектам сделок можно выделить рынки потребительских товаров,  

рынки факторов производства, рынки денег и кредитов. В свою очередь  
обращающиеся на рынке блага могут восприниматься потребителями как  
совершенно либо частично взаимозаменяемые. Если

совершенно взаимозаменяемые, то путем всевозможных пересчетов  
можно перейти к единому благу, которое как бы и представлено на рынке.  
Такие рынки называются рынками гомогенного блага. Соответственно  
рынки другого типа называются рынками гетерогенного блага.  

Разнообразна классификация рынков по условиям их функционирова-
ния. На некоторых из них (аукционы, биржи) равновесие устанавливается  
с помощью специальных агентов (организованные рынки), на других спрос  
и предложение уравновешиваются стихийно (неорганизованные 

Одни условия сделок возникают на «точечном» рынке, на котором все  
продавцы и покупатели встречаются в установленное время в установленном 
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месте, а другие – на «пространственном» рынке, где данное благо реализу-
ется в разных местах и в разное время. 

Существенное влияние на результат торговых сделок оказывает число 
покупателей и продавцов на данном рынке. В случае наличия только одного 
продавца мы имеем дело с монопольными рынками. Говорят, что покупа-
телей или продавцов «несколько», если при выработке стратегии своего 
пове

сове

ду спросом и пред-
ложе

рыно

еличи-
вать

дения на рынке они могут учитывать всевозможные варианты ответных  
реакций конкурентов на свои действия (олигопольные рынки). Когда из-за 
большого числа конкурентов такой учет невозможен, тогда считается, что  
их (продавцов и покупателей) «много» и такие рынки относятся к так назы-
ваемым «совершенно конкурентным» рынкам.  

Конечно, каждая из рассмотренных характеристик рынка по-своему 
влияет на процесс формирования цены, и при моделировании этого влияния 
используются различные микроэкономические модели. 

2. Кроме множества покупателей и продавцов гомогенного товара рынок  
ршенной конкуренции характеризуется тем, что он является открытым  

и все участники сделок обладают полной информацией о ходе и результатах  
торгов. Очевидно, что в таких условиях равновесие меж

нием установится по единой для всех цене, поскольку если кто-то попы-
тается продать свой товар выше сложившейся цены, то покупатели обра-
тятся к другим продавцам, а купить товар за более низкую цену тоже никто 
не сможет, так как есть много желающих купить его по существующей цене.  

С позиций отдельной фирмы размер прибыли зависит только от объема 
ее предложения (которое определяется капиталом фирмы и ее затратами  
(издержками), поэтому все фирмы на рынке могут быть разделены на три  
группы: прибыльные (у которых минимальные средние затраты ниже  

чной цены), безубыточные (затраты равны цене) и убыточные (цена 
при оптимальном выпуске покрывает лишь переменные затраты).  

С течением времени (в так назыываемом «длинном периоде») фирмы 
третьей группы покинут рынок (отраслевое предложение при этом будет 
сокращаться), а фирмы первой группы будут продолжать увеличивать 
масштаб производства (отраслевое предложение при этом будет ув

ся). Направление изменения рыночной цены при этом будет зависеть 
от соотношения между описанными тенденциями: если прирост отраслевого 
предложения фирм первой группы превысит сокращение предложения  
в связи с уходом с рынка фирм третьей группы, то рыночная цена снизится  
и фирмы второй группы также вынуждены будут покинуть рынок. Все это 
приведет к тому, что в отрасли останутся лишь те фирмы, для которых  
будут справедливы соотношения: P = ATC = MTC1, определяющие условия 
равновесия конкурентной фирмы в условиях совершенной конкуренции.  
                                                           
1 Напомним, что АС – средние, а МС – предельные затраты производителя. 
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Из данного условия следует, что, во-первых, объем выпуска фирмы 
соответствует максимально возможной прибыли (так как MTC = P);  
во-вторых, для данного объема выпуска обеспечено оптимальное сочета-
ние 

пать

са. Поэтому цена на монополизированном  
рынк

R(Q) – TC(Q). Необходимое условие максимизации прибыли – 
раве

используемых факторов производства (так как MTC = ATC, т.е.  
ATC = min); в-третьих, в отрасль прекратится приток капитала из других 
отраслей (так как P = ATC, т.е. производство не дает прибыли). Отметим 
также, что после установления долгосрочного равновесия у всех фирм,  
оставшихся в отрасли, будут одинаковые затраты на единицу продукции 
(средние затраты), которые будут равны в свою очередь предельным затратам.  

3. Монополизированным называется рынок гомогенного блага, на ко-
тором множеству покупателей противостоит один продавец и для других 
продавцов вход на данный рынок закрыт. Закрытость рынка может высту-

, например, в виде директивного запрета заниматься некоторым видом 
хозяйственной деятельности (государственная монополия на производство  
и продажу винно-водочных изделий). В особую категорию выделяются  
естественные монополии, возникновению которых способствует рост отдачи  
от масштабов производства.  

В отличие от совершенного конкурента монополист сам устанавливает 
не только количество предлагаемой продукции, но и ее цену, выбирая точку 
на кривой отраслевого спро

е является функцией от общего объема спроса (P = P(Q). Какую из  
возможный целей установит монополия, зависит от задач ее хозяйственной  
деятельности. 

Как известно, прибыль монополии представляется в виде разности 
между выручкой R =P(Q)Q и общими затратами производства  
TC(Q) : π(Q) = 

нство нулю ее первой производной приводит к следующему равенству: 

)()11(

)(0)()()

QMTCP

P
dQ
dP

P
QP

dQ
dPQQPQMTCQMR

dQ
d

=+=

=+=+⇒=−=
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(

QE

Q

D
P

π

 (6) 

4. Последнее соотношение показывает, что предельны
монопольного рынка уже не равны равновесной цене, как это было в случае 
совершен

е затраты в случае 

но конкурентного рынка: 
)()(

)(
D

P
D

P QE
P

QE
PQMTC −=+= .  

Величина расхождения между ценой и предельными затратами зависит  
от коэффициента эластичност  спроса -

PP

и  по цене (здесь EP(QD) – эластич
ность спроса по цене). Поскольку спрос является убывающей функцией 
цены, то EP(QD) < 0, а значит, превышение цены над предельными затратами 

 превышение цены тем больше, чем менее эластичен спрос. Максимальное
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над затратами достигается при EP(QD) < –1, и именно на этом участке  
кривой отраслевого спроса монополия всегда выбирает цену, максими-
зирующую прибыль. Действительно, если уравнение, задающее условие  
максимизации прибыли, решить относительно цены, то получим, что 

)11()11(
)11(

D
P

D
P

D
P

E

MTCP

E

MTCPMTC
E

P
−

=⇒
+

=⇒=+

 
Из полученного выражения следует, что при |EP

D| = 1 цена оказывается  
неопределенной величиной, а при |EP (QD)| < 1 она меньше нуля. И то и  
другое не имеет экономического смысла. Следовательно, максимум при-
были возможен только при |EP

D| > 1. Полученную формулу можно применять  
для практического определения цены монополией, стремящейся к макси-
муму прибыли: нужно расширять выпуск до тех пор, пока по цене, уста-
новленной в соответствии с формулой 

)11(
D

PE

MTCP
−

= , продукция находит  

сбыт.  
Тот факт, что в рассматриваемой рыночно туации отраслевое рав-

новесие устанавливается при P > MTC, свидет ует о неэффективном 

5. 
прос

й си
ельств

использовании ресурсов в монополизированной отрасли.  
Ущерб от монополизации производства возрастает по мере ее рас-

дукции на моно-
поли

ва показателя подробно рассмат-
рива

транения по вертикали общественного разделения труда. (В пособии  
«Программа курса и ПЗ» см. пример 2.9).  

6. Ранее в данной теме было отмечено, что цена про
зированном рынке зависит от цели хозяйственной деятельности мо-

нополии. В качестве наиболее типичных альтернативных целей монополии  
обычно рассматривают максимизацию выручки, максимизацию прибыли  
и максимизацию нормы прибыли. Первые д

лись нами в этом разделе, а показатель нормы прибыли (средней нормы 
прибыли) 

)(
)(

QK
Qπ  есть отношение прибыли к объему используемого капитала. 

Чтобы определить, при каком объеме выпуска средняя норма прибыли  
достигает максимума, приравняем ее производную по выпуску к нулю: 
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Таким образом, средняя норма прибыли становится максимальн

=⎥
⎦

⎤

⎣

ой,  
когда она равна предельной норме прибыли. 
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Можно показать, что наименьший объем выпуска и соответственно  
наибольшую цену монополия установит тогда, когда
мальную норму прибыли. Несколько больший выпуск
наблюдаться на монополизированном рынке, если монополия стремится  
к ма

ы для учащихся  

 захочет иметь макси-
 и меньшая цена будут 

ксимуму прибыли. Наибольшее количество продукции по наименьшей  
цене предложит монополия при стремлении к максимальной выручке.  

Одним из важных способов увеличения прибыли для производителя,  
в той или иной мере обладающего монопольной властью, является ценовая  
дискриминация, т.е. продажа гомогенного блага по различным ценам разным  
покупателям; при этом различия в ценах не связаны с затратами производ-
ства и доставки товара на рынок. 

По условиям, обеспечивающим возможность установления разных цен 
на одно и то же благо, выделяют следующие виды ценовой дискриминации: 

• пространственную (продажа в городе и в деревне); 
• временную (билеты на дневные и вечерние киносеансы); 
• по доходам потребителей (услуги врача, юриста для богатых и для 
бедных); 

• по объему потребления блага (минимально необходимое количество  
и сверх того); 

• социальному статусу потребителя (проездные билет
и для работающих).  

В зависимости от способа осуществления ценовой дискриминации ее 
делят на три категории (степени). 

Дискриминацией первой степени является продажа каждой единицы  
блага по цене ее спроса. Если продавцу это удается, то кривая отраслевого  
спроса для него становится кривой предельного дохода. В этом случае  
монополия продаст такой же объем продукции, какой был бы реализован  
в условиях совершенной конкуренции, и весь потребительский излишек  
достанется продавцу в виде добавочной прибыли. 

Однако осуществить ценовую дискриминацию первой степени на прак-
тике удается редко. Чаще по разным ценам монополист продает не каждую  
единицу продукции, а определенные ее партии. Так, в магазинах можно  
встретить следующее объявление: «Если вы приобретаете у нас две единицы 
одного и того же товара, то третью единицу вы получаете бесплатно».  
В данном случае покупатель платит Р денежных единиц за первую единицу 
товара и по P (единиц – за две последующие. В этом суть дискриминации 
второй степени. 

Приведем без доказательства результат решения оптимизационной  
задачи по определению размера и цены отдельных партий товара для про-
изводителя, осуществляющего ценовую дискриминацию второй степени,  
которая обеспечивает его максимальную прибыль для случая, когда весь  
выпуск товара разбивается на несколько партий – предельная выручка от  
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продажи i-й партии должна равняться цене (i + 1)-й партии, а предельная  
выручка от продажи последней партии – предельным затратам: MP1 = P2,  
MP2

одной и той же величине –  

нации третьей степени позволяет, наоборот, сохранить на рынке потреби-
 (см. пример 2.12 в пособии  

одели монополизированного рынка является то,  
что 

 = P3, …, MPn = Pn (пример использования данного правила приведен  
в пособии «Программа курса и ПЗ», см. 2.11).  

Ценовую дискриминацию третьей степени можно осуществить тогда,  
когда отраслевой спрос предстает перед продавцом в виде отдельных групп 
покупателей с различными функциями спроса. В этом случае задача моно-
полиста – установить такие цены для каждой группы покупателей, которые  
максимизируют общую прибыль. Задача имеет решение, если монополист  
на каждом из сегментов рынка установит цену из условия равенства пре-
дельной выручки на каждом сегменте рынка 

предельным затратам, т.е. при условии 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=

MCMR

MCMR

n

M
1

. 

Если проведение ценовой дискриминации второй степени позволяет  
получить основную долю прибыли с покупателей, обладающих наиболее  
высокой покупательной способностью, то проведение ценовой дискрими-

телей с низкой покупательной способностью
«Программа курса и ПЗ»). 

7. Олигополия возникает тогда, когда отраслевой спрос как совокупный  
спрос множества покупателей удовлетворяется небольшим числом произ-
водителей (в простейшем случае), если на долю олигополиста приходится  
значительная часть отраслевого предложения, позволяющая ему воздейст-
вовать на цену, то кривая спроса на продукцию олигополии, как и на моно-
полизированном рынке, имеет отрицательный наклон. Отличием же моно-
полистического рынка от м

при выборе точки на кривой спроса олигополист наряду с эластично-
стью спроса и динамикой затрат производства принимает во внимание и  
возможную реакцию своих конкурентов. Так, в простейшем случае дуопо-
лии, когда на рынке имеются лишь два продавца А и В одинакового блага, 
процесс установления отраслевого равновесия происходит в результате  
изменения четырех параметров: цен, по которым производители предла-
гают свою продукцию (PA, PB) и объемов их выпуска (qA, qB). Поэтому  
в соответствующих оптимизационных задачах, реализующих принцип  
рационального выбора для каждого из дуополистов, функции затрат, прибыли 
и дохода являются функциями двух переменных. Важным параметром  
в модели становится производная 

A

B
dq
dq  – коэффициент реакции, показы-

вающая, насколько изменяется выпуск продукции фирмой В при изменении 
выпуска фирмой А на единицу. Как правило, в момент принятия решения  
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об объеме выпуска фирме неизвестно действительное значение коэффици-
ента реакции и она вынуждена опираться на его ожидаемое значение. 

Фактическое значение коэффициента реакции, определяющее характер 
действия конкурента, зависит от мног бъективных и субъективных обстоя-
тельств, поэтому модели ценообразования на олигопольном рынке должны
содержать определенные алгоритмы взаимозависимости стратегий сопер-
ников. Этим объясняется существование большого числа теорий ценообразо-
вания на рынке олигополии, различающихся концепциями формирования  
ожиданий олигополиста относительно поведения конкурентов, одна

их о
  

ко в  
любо

торы производства. 
торы производства, как и на блага, образуется  

в  вза анизме  
такого моде  пред-

 от фирм, а спрос на них предъ-
вичные факторы производства (труд и капитал)  

ос  
 ведет  

к том

азования на фак-
торы

м случае цена предложения на рынке олигополии при прочих равных  
условиях превышает цену, складывающуюся на рынке совершенной или  
монополистической конкуренции, и оказывается ниже монопольной цены.  
Отметим также, что при моделировании олигопольных рынков широко  
используются инструменты теории игр.  

Подробнее см.: 3, 5, 6, 8. 

МОДЕЛИ ЦЕНООБРАЗОВАНИЯ НА РЫНКЕ ФАКТОРОВ  
ПРОИЗВОДСТВА 

Основные вопросы темы 
1. Модель объема предложения труда на рынке факторов производства. 
2. Механизм формирования спроса на фак

1. Рыночная цена на фак

ТЕМА 10 

результате
 взаи

имодействия спроса и предложения, однако в мех
йствия имеются существенные различия. Так, если

благ поступаетложение потребительских 
являют потребители, то пер
предлагают домашние хозяйства, являющиеся их собственниками, а спр
на них предъявляют фирмы. Такая перемена ролей рыночных агентов

у, что на рынках факторов производства индивидуальное предложение 
выводится из максимизации функции полезности, а индивидуальный спрос –  
из максимизации прибыли или других установок фирмы.  

Роль цен факторов производства в национальной экономике отлична  
от роли цен потребительских благ. Действительно, если в процессе цено-
образования на блага решается проблема, что производить, поскольку  
вслед за изменением цен на блага осуществляется межотраслевой перелив  
капиталов, то цены на факторы определяют, во-первых, как (по какой техно-
логии) производить и, во-вторых, для кого производить. От цен факторов  
зависят доходы их собственников. Поэтому теория ценообр

 производства одновременно является теорией распределения нацио-
нального дохода в рыночной экономике. Распределительная роль цен  
на первичные факторы производства проявляется, в частности, в том, что  
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каждая из этих цен имеет свое название: заработная плата, ссудный про-
цент, земельная рента и т.п.  

При определении объема предложения труда индивид стремится мак-
симизировать свою функцию полезности в зависимости от двух значимых 
для него переменных (благ): свободного времени (F) и денег (M). Эта  
функция характеризует предпочтение субъекта относительно различных  
комбинаций свободного времени и денег (вспомним поговорку: «Время –  
деньги»). Кривые безразличия (линии уровня) функции полезности инди-
вида в пространстве переменных (F), (M) обычно выпуклы к началу коор-
динат, указывая на то, что для сохранения уровня субъективной полезности  
(уровня благосостояния) индивида на неизменном уровне сокращение каждого 
дополнительного часа рабочего времени должно компенсироваться все 
возрастающей суммой денег. Чем дальше кривая безразличия находится  
от начала координат, тем более высокий уровень благосостояния она пред-
ставляет.  

Если дана цена труда, т.е. количество денег, получаемое за его еди-
ницу, то можно узнать, сколько труда захочет продать индивид. Обозначим  
ставку часовой зарплаты rL. Тогда дневной заработок индивида будет опре-
деляться по формуле M = (24 – F)×rL. Представленная в графическом виде,  
она образует так называемую «прямую заработной платы», каждая точка  
которой показывает доступные индивиду при данной ставке зарплаты соче-
тания свободного времени и денег. В то же время каждая точка кривых  
безр

личивают возможность потребления в будущих перио-
дах, 

ом случае будет рассматриваться  
в пр

азличия представляет желаемые индивидом сочетания этих благ. В при-
мере 2.12 пособия «Программа курса и ПЗ» рассматривается задача опти-
мизации индивидом желаемого состояния на прямой заработной платы  
и обсуждаются некоторые экономические особенности полученного опти-
мального решения.  

Капитал представляет собой совокупность факторов, повышающих  
результативность труда, это производственные здания и оборудование,  
минимально необходимые запасы сырья и готовой продукции, квалификация  
работников, патенты и ноу-хау. Капитал создается за счет непотребленной  
части дохода, т.е. за счет сбережений. Поэтому объем предложения капи-
тала соответствует объему сбережений.  

Сбережения уве
но сокращают нынешнее потребление. Объяснение логики поведения  

индивида при распределении текущего дохода на потребляемую и сбере-
гаемую доли можно дать, используя понятие многопериодной функции  
полезности. Предположим, в целях упрощения, что существует лишь два  
периода: текущий и будущий.  

Функция полезности индивида в эт
остранстве двух переменных – объемов потребления индивида в теку-

щем С0 и будущем С1 периодах. Линии уровня (кривые безразличия)  
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функции полезности индивида U (С0,С1) состоят из точек, задающих оди-
наковый уровень благосостояния (полезности) с точки зрения индивида.  
Выпуклость кривых безразличия к началу координат свидетельствует о том,  
что при сокращения текущего потребления индивид лишь в том случае  
сочт

зует лишь один фактор – труд.  
Тогд

ет свое благосостояние неизменным, если каждая единица, вычитаемая  
из текущего потребления, будет компенсироваться все увеличивающимся  
приращением потребления в будущем. При заданном уровне благосостояния 
мера предпочтения нынешних (текущих) благ будущим тем меньше, чем  
больше доля текущего потребления.  

В экономике с развитой кредитно-денежной системой сбережения  
можно отдать в ссуду под определенный процент. Обозначим ссудную 
ставку процента через i. Если индивид в начале нулевого периода сбережет 
(M0 – C0) денежных единиц и отдаст их в ссуду до конца текущего периода, 
то в начале следующего периода он получит в виде возвращенной с про-
центами ссуды (M0 – C0)(1 + i) денежных единиц. Уравнение прямой линии  
C1 = (M  – C )(1 + i) = (1 + i)M – (1 + i0 0 0 )C0, связывающее переменные C0 и C1,  
называется двухпериодным бюджетным ограничением. Оно показывает,  
как индивид, имеющий в нулевом периоде M0 денежных единиц, может  
варьировать объемами потребления в обоих периодах: от полного отказа  
от потребления в нулевом периоде (C0 = 0; C1 = (1 + i) M0) до полного  
потребления всех имеющихся у него средств в этом периоде (C0 = M0; C1 = 0).  

Максимизация функции полезности индивида U(C0, C1) при заданном 
ограничении: C1 = (1 + i)M0 – (1 + i)С0 => C1 + (1 + i)С0 = (1 + i)M0 позволяет  
найти для него оптимальный план сбережения (оптимальный план пред-
ложения капитала) в текущем периоде.  

2. Следующий вопрос, который необходимо рассмотреть для лучшего 
понимания процессов ценообразования на рынке факторов производства, – 
это спрос на факторы производства.  

Будем исходить из того, что при определении объема закупки фактора 
производства (трудовых ресурсов и капитала) фирма, как и в случае принятия 
других хозяйственных решений, руководствуется стремлением к максимуму  
прибыли. Предположим, фирма исполь

а прибыль можно представить функцией только одной переменной –  
количества используемого труда: π(Q(L)) = TR(Q)L)) – TC(Q(L)). Условием  
максимизации прибыли является равенство 

dLdL
= . Левая  

часть этого равенства показывает, насколько вырастает выручка фирмы  
при увеличении использования труда на единицу, и называется предельной  
выручкой от предельного фактора труда MRPL, а правая часть – насколько  
возрастут общие затраты фирмы в результате использования дополнительной 
единицы труда, и называется предельной затратой на труд MCL.  

LQdTCLQdTR ))(())((

 



2. План-конспект лекционного курса 79

Равновесие на рынке факторов произво есие на 
рынке благ, устанавливается в результате взаимодействия и пред-
ложения в условиях различных рыночных структур. Возьмем, как и ранее,  
в качестве примера рынок труда.  

Совершенная конкуренция на рынке труда соответствует ситуации опре-
деления ставки оплаты труда rL и уровня занятости L через нахождение  
точки пересечения кривых рыночного спроса и рыночного предл

дства, как и равнов
 спроса  

ожения.  
Соот

огут реализовать это желание. Занятость  
явля

очка  
пока  

ая предельных затрат в точке ее  
пере

ветствующая равновесная комбинация rL и L представляет состояние  
полной и эффективной занятости. В представленной ситуации занятость 
полная в том смысле, что все желающие предложить по сложившейся цене  
определенное количество труда м

ется эффективной, если при такой занятости предельная выручка от  
предельного продукта труда равняется предельным затратам на труд.  

Монополия на рынке труда возникает тогда, когда на стороне предло-
жения труда от имени всех желающих наняться на работу выступает проф-
союз. С точки зрения профсоюза кривая рыночного спроса на труд является  
кривой его среднего дохода, так как каждая ее точка показывает, по какой  
ставке заработной платы фирмы согласны нанять соответствующее коли-
чество труда. Кривая рыночного предложения труда представляется проф-
союзу в качестве кривой его предельных затрат, так как каждая ее т

зывает, какую цену требуют рабочие за дополнительную единицу труда. 
Если профсоюз стремится максимизировать свою «прибыль», т.е. разность  
между суммой денег, которую согласны заплатить за труд фирмы, и суммой  
цен предложения каждой единицы труда, то к кривой среднего дохода  
(кривой рыночного спроса на труд) монополист-профсоюз построит кривую  
предельного дохода. Точка ее пересечения с кривой предложения труда  
(кривой предельных затрат профсоюза) определит равновесную комбинацию  
в рассматриваемой рыночной структуре.  

Монопсония – ситуация, противоположная монополии. Она возникает  
на рынке труда, когда большому числу неорганизованных рабочих, пред-
лагающих труд, противостоит единственный покупатель в виде фирмы или  
союза предпринимателей. На таком рынке в качестве кривой спроса выступает  
кривая дохода монопсонии от предельного продукта труда. Кривая рыноч-
ного предложения перед монопсонией предстает в виде кривой средних затрат 
на закупку труда. Построенная к ней крив

сечения с кривой спроса определит количество труда, необходимое  
для максимизации прибыли монопсонии в коротком периоде.  

Двусторонняя монополия или монополия – монопсония возникает на  
рынке труда при заключении трудового договора между профсоюзом и сою-
зом предпринимателей. Однако на таком рынке равновесная цена однозначно  
не определяется. Вместо точки равновесия существует область возможного  
соглашения: в зависимости от силы каждой сторон рыночной сделки равно-
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весная цена установится в интервале между ценой, запрашиваемой проф-
союзом, и ценой, предлагаемой монопсонией. Для более детального анализа 
пере

вновесия Валь-
ра

ная озмож-
ности математич а: 

 равновесия на всех рынках благ и фак-

ества в различных условиях. 

его эко-

 модели экономических систем.  

, которая является по форме макро-

нени
, что проблема общего экономического равновесия  

подд

ся с примене-
нием

имеющихся в данный момент у каждого потребителя, фиксирован, и по-
этому предложение факторов совершенно неэластично. На основании этих 

говорной ситуации используются модели теории игр.  
Подробнее см.: 3, 5, 6, 8. 

МОДЕЛИ ОБЩЕГО ЭКОНОМИЧЕСКОГО РАВНОВЕСИЯ  
НА РЫНКАХ БЛАГ И ФАКТОРОВ ПРОИЗВОДСТВА 

Основные вопросы темы 
1. Модель общего экономического равновесия Вальраса.  
2. Условия равновесия в модели общего экономического ра

са. 

ТЕМА 11 

1. Основ  задача настоящего подраздела – проиллюстрировать в
еского моделирования для ответа на два вопрос

1) возможно ли существование
торов производства одновременно; 

2) можно ли количественно выразить, насколько оптимально (эффек-
тивно) используются имеющиеся хозяйственные возможности об-
щ

Для этого вместо использующихся в предыдущих разделах моделей 
частичного равновесия в данном разделе используется модель общ
номического равновесия – модель, фактически являющаяся переходной от 
микроэкономической к макроэкономической

Среди всего множества таких моделей исключительное значение имеет 
модель Л. Вальраса.  

Модель Вальраса – первая модель
экономической, а по содержанию основывается на микроэкономических 
показателях, характеризующих поведение на рынках отдельных произво-
дителей и потребителей товаров. Одновременно модель Вальраса является 
математической моделью, основанной на аппарате системы линейных урав-

й: для каждого товара выделяется отдельное уравнение. 
Вальрас полагал
ается решению, это решение можно осуществить математически, причем 

основную роль в модели Вальраса играют так называемые равновесные  
цены, обеспечивающие равенство спроса и предложения по каждому товару. 
Рассмотрим современное описание этой модели. 

Народное хозяйство состоит из i = 1, …, l потребителей, использующих  
j = 1, …, n разновидностей благ, производство которых ведет

 k = 1, …, m различных факторов. Известны функции полезности каждого  
потребителя Ui({Qi,j}) и его бюджет, который равен ценности принадле-
жащих потребителю факторов производства. Объем факторов производства, 
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данных, как было показано в начале настоящего раздела, можно построить  
функции спроса i-го потребителя на j-е благо, зависящие от цен на сово-
купн

с этих же фирм на кторы 

вновесия на

ия равновесия  рынках факторов: 
i

ki
j

kj ,,1,
1

,
1

, L=∑=∑
==

;  

ваемому благу: 
k

D
kjk

S
jj ,,1,

1
, L=∑=

=
. 

m неизвестных j,rk,Qi)}﴿  
и столько же уравнений. Но независимыми из них являются только 2n + m – 1  

нием потребителей  
которого расходы каждого потребителя должны равняться его доходам  

точный
о независимых уравнений в системе 1–3 на 

е во неизвестных. кая система имела 

ость благ (Р) и факторов производства (r): ),,,,,( 11, mn
D

ji rrPPQ LL .  
Каждый вид благ производится группой конкурирующих фирм по тех-

нологиям, представленным соответствующими производственными функ-
циями (Qj). В целях упрощения модели предполагается, что каждая фирма  
производит лишь один вид благ. При заданной технологии (выбранной  
производственной функции) и известных ценах на блага и факторы произ-
водства фирма, максимизирующая прибыль, формирует функцию предло-
жения блага и функцию спроса на факторы производства. Сумма предло-
жений всех фирм, производящих одно и то же благо, образует отраслевое  
предложение – ),,,(S PrrQ L , а суммарный спро фа1 jmj

производства выступает в качестве отраслевого спроса на каждый из этих 
факторов – ),,,( 1, jm

D
kj PrrF L .  

2. На основе упомянутых функций полезности, отраслевого спроса  
и отраслевого предложения строится микроэкономическая модель общего  
экономического равновесия, состоящая из трех групп уравнений, пред-
ставляющих: 

1) условия ра  рынках благ: njQQ S
j

l

i

D
ji ,,1,

1
, L==∑

=
;  

2) услов  на
l Sn D mkFF

3) бюджетные ограничения фирм на рынке совершенной конкуренции 
в виде равенства общей выручки общим затратам по каждому рас-

сматри
m

njFrQP

Система уравнений 1–3 содержит 2n +  ﴾{(P

уравнений. Это связано с бюджетным ограниче , из-за

от продажи имеющихся у него благ и факторов, поэтому суммарный избы-
 спрос любого потребителя равен нулю.  

Таким образом, количеств
диницу меньше, чем количест Чтобы та
решение, необходимо либо добавить еще одно независимое уравнение, либо 
уменьшить на одно число неизвестные. Первый вариант используется  
в макроэкономике при определении вектора денежных (абсолютных) цен  
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и изучении воздействия находящихся в обращении денег на экономическую 
активность. В этом случае в качестве дополнительного берется равенство 
спроса и предложения на денежном рынке. Второй вариант используется  
в ми

енной функции. 
2. На я производственных функций в экономическом 
моделировании. 

микро- и мак-
. 

4. сти нкции. 
 направлений, связанных с моделированием эко-

 построение и исследо-

  
 

-
,  

измерить характер и степень такого влияния. Отсюда ясно, что наибольший  

кроэкономике и связан с системой относительных цен, которая часто  
используется при объяснении экономических процессов. При применении 
этой системы определенное количество одного товара используется в ка-
честве масштаба цен для измерения ценности всех других товаров. Цена  
избранного товара принимается за единицу, и в системе уравнений 1–3 
число неизвестных оказывается равным числу уравнений. Само по себе  
такое равенство не гарантирует существование решения соответствующей  
системы уравнений, особенно если искомые переменные должны иметь  
положительные значения. Однако при наложении ряда экономически при-
емлемых ограничений на функции полезности, отраслевого спроса и отрас-
левого предложения такое решение все-таки существует.  

В пособии «Программа курса и ПЗ» приводится пример нахождения  
общего экономического равновесия для небольшой экономической системы, 
в которой рассматриваются два потребителя, два производителя и один  
ресурс – количество труда.  

Подробнее см.: 3, 5, 6, 8. 

РАЗДЕЛ 3. ОСНОВЫ ТЕОРИИ ПРОИЗВОДСТВЕННЫХ ФУНКЦИЙ 

ПОНЯТИЕ ПРОИЗВОДСТВЕННОЙ ФУНКЦИИ ОДНОЙ  
И МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ 

Основные вопросы темы 
1. Определение производств

правления использовани

ТЕМА 12 

3. Различия в интерпретации производственных функций в 
роэкономике
Возможно  выбора аналитического вида производственной фу

1. К числу важнейших
номических объектов, процессов и систем, является
вание производственных функций. Это связано с тем, что, хотя результат  
процесса производства (в частности, объем созданных материальных благ  
услуг) складываеи тся под влиянием многочисленных и разнообразных

факторов, экономиста-аналитика интересуют в первую очередь факторы, 
торые влияют нако  результат производства наиболее значимо. Цель построе

ния и исследования производственных функций – количественно оценить

 



2. План-конспект лекционного курса 83

инте

 

ацией деятель-
ност

и обусловившими эти результаты затра-
чива

ную x с зави-
симо  

не м

рес для экономического анализа представляют многофакторные произ-
водственные функции, однако основные понятия и свойства производст-
венных функции удобно исследовать на однофакторных моделях (произ-
водственных функциях, зависящих от одной переменной).  

2. Производственные функции применяются при исследовании эффек-
тивности трудовых затрат, производственных фондов, природных ресурсов, 
вложений в образование и повышение культурного уровня и уровня жизни  
населения; они используются при количественных оценках эффективности 
затрат на научно-технические разработки, с их помощью анализируется  
тип технологического прогресса (трудоемкий, фондоемкий или нейтральный); 
они широко применяются для прогнозирования микро- и макроэкономических 
процессов, а также часто служат в качестве целевых функций в оптимиза-
ционных задачах, связанных с более совершенной организ

и экономических объектов.  
Использование производственных функций позволяет не только уста-

новить количественные коэффициенты функциональной или статистической 
связи различных экономических показателей, но и получить характеристики,  
относящиеся к таким ключевым экономическим понятиям, как эффектив-
ность производства, темпы и пропорции экономического развития, роль  
и влияние научно-технического прогресса, ценообразование.  

В дальнейшем будем использовать следующее определение: произ-
водственная функция представляет собой зависимость между результатами 
производственной деятельности 

емыми ресурсами (показателями-факторами), выраженную в матема-
тической (символьной, аналитической), графической или табличной формах. 

Символьная запись производственной функции в форме y = f(x) озна-
чает, что если ресурс затрачивается или используется в количестве x (единиц 
ресурса), то результат составляет y = f(x) (единиц результата). Символ f – 
знак функции – связывает между собой независимую перемен

й переменной y и является характеристикой производственной системы, 
преобразующей ресурс в выпуск. В реальной жизни как x, так и y – векторные  
величины, поскольку для описания производственного часто используется  
более одного типа ресурсов (факторов производства), а результат произ-
водственного процесса описывается более чем одним показателем. Тем  

енее векторные обозначения мы будем использовать только в крайнем  
случае.  

По экономическому смыслу как факторные переменные x, так и пере-
менные результата y являются неотрицательными величинами.  

3. В микроэкономической теории принято считать, что y – это макси-
мально возможный объем выпуска продукции, если ресурс затрачивается  
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или используется в количестве x единиц. В макроэкономике такое понимание 
не совсем корректно, поскольку при другом распределении ресурсов между 
различными структурными единицами экономики выпуск мог бы быть  
и большим. В этом случае производственная функция описывает статисти-
чески устойчивую связь между затратами ресурсов и выпуском. Обычно  
разл

ременных,  
опис

ичие в рассматриваемом производственном процессе характеризуется  
тем, что производственная функция зависит не только от пе

ывающих затраты ресурсов, но и от некоторых параметров, значения 
которых меняются от процесса к процессу. В этом случае более правильно 
записывать производственную функцию в символическом виде следующим  
образом: ),( axfy r

= , где ar  – вектор параметров. 
Производственные функции могут иметь разные области использования.  

Так, на микроэкономическом уровне производственная функция может 
быть использована для описания взаимосвязи между величинами затрачи-
ваемых или используемых ресурсов различного типа и годовым выпуском  
продукции предприятия в соответствии с некоторым ассортиментом. В роли  
производственной системы здесь выступает отдельное предприятие (фирма), 
однако на микроуровне в этой роли могут рассматриваться также отрасли 
и межотраслевые комплексы. На макроэкономическом уровне в роли произ-
водственной сист мы обычно рассматривается годовой конечный выпуск  
продукции доход) крупного реги

е
 (или годовой она или страны в целом.  

Производственные функции используются в экономических исследованиях  
и практике хозяйственной деятельности во всех типах задач, которые пере-
числены в разделе по теме 1: описание, анализ, оценка, прогнозирование. 

Интерпретация понятий используемого ресурса и выпускаемой про-
дукции (конкретного экономического блага или услуги) зависит от харак-
тера и масштаба производственной системы, особенностей решаемых задач, 
наличия исходных данных и выбора единиц измерения. Например, годовые 
затраты могут быть измерены в человеко-часах (натуральный показатель) 
или в рублях выплаченной заработной платы (стоимостной показатель); 
выпуск продукции может также быть представлен в штуках или других  
натуральных единицах (тоннах, метрах) или в виде соответствующей  
стоимости. Заметим, что на макроэкономическом уровне затраты и выпуск  
измеряются, как правило, в стоимостных показателях и представляют собой 
стоимостные (ценностные) агрегаты, т.е. суммарные величины произведений 
объемов затрачиваемых (используемых) ресурсов и выпускаемых продуктов 
(благ, услуг) на их цены.  

Принято считать, что символ f в выражении для микроэкономической  
производственной функции характеризует действующую технологию пред-
приятия (фирмы), поскольку именно в конкретной функциональной зави-
симости объем производства выражается через факторные признаки, к ко-
торым относятся затраты рабочего времени по различным видам трудовой  
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деятельности, удельные расходы различных видов сырья, комплектующих 
изделий, энергии, основного капитала (измеренных обычно в натуральных 
единицах), трудового и образовательного (квалификационного) фактора. 

При построении макроэкономической производственной функции  
в качестве величины годового выпуска (обычно обозначается большой  
букв

-

ой Y), совокупный продукт (доход) региона или страны, исчисляемый 
обычно в неизменных, а не в текущих ценах, а в качестве ресурсов рассмат-
ривают основной капитал (K – объем использованного в течение года основ-
ного капитала в стоимостном выражении), живой труд (L – количество  
единиц затрачиваемого в течение года живого труда), объемы используемых  
в течение года природных ресурсов, фактор технического прогресса  
(обычно учитывается только для динамических производственных функций  
Y(t) = F(K(t), L(t)) и бывает представлен в виде экспоненциального множи
теля teρ , где ρ  – параметр, оцениваемый по статистическим данным.  

4. Выбор аналитической формы для микроэкономической производст-
венной функции f(x1, …, xn) (т.е. ее спецификация) диктуется прежде всего 
теоретическими соображениями, которые должны явно (или даже неявно) 
учитывать особенности взаимосвязей между конкретными ресурсами,  
а также особенности экспертных данных о функционировании экономиче-
ской системы и данных реальной статистики. Естественное, что вид такой 
функции может быть достаточно произвольным. Единственно, что следует 
держать под контролем, – это выполнение основных свойств производст-
венно ункц  (см. следующий подраздел данной темы). На макроэко
мическом уровне обычно используются производственные функции впо

й ф ии но-
лне 

опре

3. За уск» и изокванты производственных функций.  
4. , предельные значения и эластичность производственной 

Пон

деленного вида (функция Кобба-Дугласа, функция Леонтьева, функция 
с постоянной эластичностью замещения).  

Подробнее см.: 3, 5, 6, 8. 

ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА ПРОИЗВОДСТВЕННЫХ ФУНКЦИЙ  
И СООТВЕТСТВУЮЩИЕ ЭКОНОМИЧЕСКИЕ ПОКАЗАТЕЛИ 

Основные вопросы темы 
1. Основные свойства производственных функций одного и нескольких 
переменных. 

2. Краткая характеристика основных видов производственных функций, 
применяющихся при математическом моделировании экономических 
систем. 
висимости «затраты-вып

Средние значения
функции. ятие об эластичности производства. 

ТЕМА 13 
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5. Математические соотношения, связывающие показатели производитель-
ности труда, фондовооруженности труда, фондоемкости продукции и фон-

 

ва: величина прироста выпуска продукции на каждую допол-

х, 

доотдачи. 

1. Производственная функция одного переменного f(x) определена для 
неотрицательных значений аргумента x и должна удовлетворять следующим
свойствам:  

• f ( 0) = 0 – «без ресурсов нет выпуска»; 
• если x > 0, то f ' (x) > 0 – «выпуск растет с ростом затрат ресурса»; 
• если x > 0, то f '' (x) ≤ 0 – «закон убывающей эффективности произ-
водст
нительную единицу ресурса не увеличивается с ростом затрачивае-
мого ресурса»; 

• f ( tx) = tS · f ( x) – «однородность степени s для производственной 
функции». 

Если производственная функция зависит от нескольких переменны
то формулировки соответствующих свойств незначительно изменятся: 

• f ( x1, …, xi–1, 0, xi+1, …, xn) = 0 – «без ресурсов любого вида нет вы-
пуска»; 

• если 0>xr , то 0)( >
∂
∂f rx  для любого из ресурсов xi – «выпуск растет 

ix

с ростом затрат хотя бы одного ресурса»; этому пункту в многомер-
ном случае соответствуют два свойства:  

а) если 0>xr , то 0)(
2

≤
∂ xf r  – «закон убывающей эффективно2∂ ix

производ

сти 

ства: величина прироста выпуска продукции на каждую 
 е

  
дополнительную диницу любого ресурса не растет с ростом затрат 
этого ресурса»;

б) если 0>xr , то 0)(
2

≥
∂∂

∂ x
jxix

f r  – «закон положительного взаимного 

влияния в на эффективность производства:  
величин  продукции на каждую дополнительную 
единицу любого ресурса возрастает с ростом затрат другого ресурса»; 

)()( xfstxtf rr
×=  – «однородность степени s для производственной 

функции».  

различных ресурсо
а прироста выпуска

• 

Пр изводствен
выбира  зави
между
четырех перечисленных свойств для используемой производственной 

и построении про ных функций необходимо тщательно 
ть вид функциональной симости, которая задает соотношения 

 факторами производства и конечным продуктом. Выполнение всех 
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функци
обосно

 функций одного переменного рассмотрим несколько 

и является в этом случае весьма желательным, так как повышает 
ванность последующих решений, которые будут приниматься на ее 

основе.  
2. На примере

видов функциональных зависимостей и выясним, для каких из них выпол-
няются перечисленные свойства производственных функций. 

• Линейная функция: y = a0 + a1x. Свойство 1 для этой функции выпол-
няется только при a0 = 0, свойство 2 – при a1 > 0, свойство 3 выпол-
няется всегда, а свойство 4 – опять только при a0 = 0. Если рассматри-
ваемая линейная функция однородная (в случае выполнения свойст-
ва 4), то она является однородной функцией степени 1. 

• Гиперболическая функция: 
x

ay 1
0 += . Для этой функции свойство 1 

не выполняется (при x = 0 функция даже не определена), свойство 2 
выполняется только при a1 > 0, в то же время свойство

a

 3 при a  > 0  

1

1
не выполняется, свойство 4 – выполняется только при a0 = 0. Если  
рассматриваемая линейная функция однородная, то она является 
однородной функцией степени -1. 

• Степенная функция: y = a0xa1. Свойство 1 выполняется при a  > 0, 
свойство 2 выполняется только если a  ×  a  > 0, свойс0 1
0 ≤ a1 ≤ 1, свойство 4 – вс а. Степенная функция является одно-
родной функцией степени a1.  

• Показательная функция: y = a0 – ka1
x. Свойство 1 выполняется только 

при a0 = k, свойство 2 – при k 

тво 3 – при  
егд

×  ln a1 > 1, свойство 3 – при k ≥ 0,  
свойство 4 – не выполняется.  

• Экспоненциальная функция: y = a a x
0e 1 . Свойство 1 – не выполня-

ется, свойство 2 – выполняется при a0 ×  a1 > 0, свойство 3 – не вы-
полняется, свойство 4 – не выполняется.  

3. В дальнейшем изложении почти всегда мы будем рассматривать 
производственные функции двух экономических переменных: K – объем 

зменения другого фактора, 

используемого основного капитала (основных фондов); L – затраты живого 
труда. На примере таких функций рассмотрим еще несколько важных эко-
номических показателей.  

В анализе производственных функций двух переменных весьма наглядным 
является использование графического метода. Так, если зафиксировать  
одну из независимых переменных (факторов производства) и построить график 
изменения конечного продукта в зависимости от и
то такой график в координатах (y,K)|L=const или (y,L)|K=const будет называться 
графиком затраты-выпуск, а если зафиксировать значение величины конеч-
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ного продукта и в координатах (K,L)|y=const построить график, то такой график 
будет называться изоквантой производственной функции. 

4. Как отмечено в математическом приложении, обобщение понятия сред-
них, предельных (маржинальных) величин и эластичностей на случай функции 
нескольких переменных не вызывает затруднений. В случае производственной  
функции y = f(K,L) выражения для соответствующих средних по перемен-
ным K и L вычисляются без затруднений и имеют специальные названия:  

K
LKffAK

),(
=  – фондоотдача и 

L
LKffAL

),(
=  – производительность труда. 

Аналогично можно вычислить предельные значения функции по пере-
менным K и L: 

K
LKffM K ∂

∂
=

),(  – предельная производительность основного 

капитала и 
L

LKffM L ∂
∂

=
),(  – предельная производительность труда.  

Не вызывает проблем и вычисление эластичностей выпуска по капи-
талу – 

fA
fM

K

K  и труду: 
fA
fMffEK = EL

L

L= . 

 + ELf.  
показатель пре

дом в произво бразом: 

Сумма полученных эластичностей называется эластичностью произ-
водства: Ef = EKf

Определим дельной нормы замены (замещения) основного 
капитала тру дственной функции y = f(K,L) следующим о

K
L

fE
fE

y
Kf K ×=

∂
∂= . Заметим, что в приведенных обозначениях на первом 

y∂

L

R
L

LK

∂
,

месте стоит название заменяемого ресурса, а на втором – замещающего 
ресу

кая норма замены (замещения) одного ресурса (в на-
шем

рса. В экономической литературе используется также другой термин: 
предельная технологичес

 случае – капитала) другим ресурсом (в нашем случае – трудом). Из-
менив обозначения, можно также получить формулу для обратной величины: 

L
K

fE
fE

fR
K

L
KL ×=,  – пред

На основании приведенных формул можно установить, что предельная 

некоторый разме
ного

ельной нормы замещения живого труда капиталом.  

норма замещения ресурсов (приближенно) показывает, на сколько единиц  
увеличатся затраты второго ресурса, если затраты первого ресурса умень-
шатся на одну (малую) единицу.  

5. Как отмечалось ранее, одной из наиболее употребительных эконо-
мических функций является функция Кобба-Дугласа Y = AKαLβ. Здесь А – 

рный коэффициент; К – количество затраченного основ-
 капитала; L – количество затраченного труда; Y – количество произ-

веденного конечного продукта. Функция Кобба-Дугласа обычно использу-
ется для анализа таких важных экономических показателей, как произво-
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дительность труда )(
L
Y , фондовооруженность труда )( K , фондоемкость 

L

продукции )(
Y
K , фондоотдача )(

K
Y .  

Подробнее см.: 3, 5, 6, 8. 

РАЗДЕЛ 4. МОДЕЛИ ЭКОНОМИЧЕСКОГО РАВНОВЕСИЯ. МАКРОУРОВЕНЬ 

ПОНЯТИЙНАЯ БАЗА МАКРОЭКОНОМИЧЕСКОГО  
МОД ОВАНИЯ 

1. Агрегированные субъекты 

ЕЛИР

Основные вопросы темы 
макроэкономического моделирования и их 

основные
2. Ра микроэкономическим моделированием.  

 мак-
три новесия. 

5. е пр но-хозяйственного кругооборота в мо-
вновесия. 

а – отрасль экономической науки, изучающая пове-
одно-

отребности 

е-

нутреннего и внешнего рынков.  

факт

 

жду  
това

ТЕМА 14 

 свойства. 
зличия между макро- и 

3. Виды агрегирования в макроэкономическом моделировании. 
4. Поведенческие, технологические, институциональные зависимости и
роэкономе
Таблично

ческие тождества в моделях экономического рав
едставление народ

делях экономического ра
6. Основные макроэкономические цели совокупной хозяйственной деятельности. 

1.  Макроэкономик
дение экономики как единого целого с точки зрения совокупных (нар
хозяйственных) экономических потребностей. Эти совокупные п
складываются в той или иной стране в результате массовых взаимодействий 
фирм и домохозяйств, производителей и потребителей, государства и н
государственного сектора, производственной и непроизводственной сфер, 
товарного, денежного и факторного, в

2. Концентрируя внимание на таких наиболее значимых экономических 
орах, определяющих фискальную (налоговую) и кредитно-денежную  

политику государства как динамик инвестиций, состояние государственно-
го бюджета и платежного баланса, уровня заработной платы, цен, валютного 
курса и т.п., – макроэкономика «оставляет за кадром» поведение отдельных 
экономических агентов – домашних хозяйств и фирм. Так, например, 
если в микроанализе доход потребителей рассматривается как заданная вели-
чина и акцент делается на распределение расходов домохозяйств ме

рами и услугами, то в макроанализе совокупные расходы, располагаемый 
доход, потребление и т.д. сами по себе являются предметом исследования.  

3. В отличие от анализа в микроэкономике в макроэкономическом 
анализе используются агрегированные величины, характеризующие развитие 
экономики как единого целого: ВНП (а не выпуск отдельной фирмы),  
средний уровень цен (а не цены на конкретные товары), рыночная ставка  
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процента (а не ставка процента отдельного банка), уровень инфляции, заня-
тости, безработицы и т.д. 

Макроэкономические модели представляют собой формализованные 
(логи

 

в:  

е блага (продукцию и услуги); 
дство, поддерживая и развивая 

прои

ые экономические блага, способствуя повышению 
мательского сектора и снижению затрат на по-

ов;  

принимателей и самого государства; 
ествляет с национальной экономикой взаимный обмен  

чески, графически и алгебраически) описания различных экономиче-
ских явлений и процессов с целью выявления функциональных зависимо-
стей между ними. Поскольку любая модель является упрощенным отражением 
реальности, она не дает единственно правильных ответов, адресованных  
конкретным странам в конкретные периоды времени. Однако с помощью  
набора (совокупности) различных моделей определяются и исследуются  
альтернативные способы управления динамикой некоторых «эндогенных»  
(внутренних, величины которых определяются «внутри» моделей) макро-
экономических переменных: уровней занятости, выпуска продукции, инфля-
ции, потребления, процентных ставок, валютного курса, меняющихся под  
воздействием так называемых «экзогенных» (внешних, величины которых  
определяются «вне» модели) переменных: расходов, налоговых поступлений, 
объема наличной денежной массы, характеризующих фискальную политику 
государства и монетаристскую политику центрального банка.  

В макроэкономических моделях используются различные виды агреги-
рования. Во-первых, макроэкономическое рассмотрение народного хозяйства 
предполагает выделение в нем четырех агрегированных экономических  
субъектов (секторов экономики): сектор домашних хозяйств, предприни-
мательского сектора, государственного сектора и заграницы. Каждый из  
этих секторов в обобщенной форме характеризует деятельность (экономи-
ческую активность) реальных народно-хозяйственных субъекто

• домашние хозяйства: 
а) предлагают факторы производства;  
б) потребляют часть полученного дохода, покупая потребительские блага;  
в) сберегают часть потребительского дохода, приобретая ценные  

бумаги и недвижимость; 
• предприниматели:  
а) закупают факторы производства;  
б) продают произведенны
в) осуществляют инвестиции в произво
зводственную базу; 
• государство: 
а) закупает общественн

продуктивности предприни
требление домашних хозяйств;  

б) взимает налоги для покрытия государственных расход
в) предлагает деньги, необходимые для удовлетворения потребностей  

домашних хозяйств, пред
• заграница осущ
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а) товарами; 
б) услугами;  
в) капиталом;  
г) национальными валютами. 
Второй вид агрегирования в экономике – это поведение вышеописанных 

субъектов (секторов), которое отражается в соответствующих функциях 

грегирования распространяется на рынки. Вместо мно-
жест ельных благ, которые рассматривались в микроэкономи-
ческ их моделях рассматривается единый  
рыно  покупается только одно благо, которое  
мож

това

определить из анализа 
(реш

можно привести функции потреб-
лени

(функция потребления домашних хозяйств, функция спроса на труд и т.п.). 
Третий вид а
ва рынков отд
их моделях, в макроэкономическ
к благ, на котором продается и
ет использоваться и как предмет потребления, и как средство произ-

водства. Поскольку на рынке рассматривается только одно благо, исчезает 
микроэкономическое понятие цены блага как пропорции обмена одного  

ра на другой. Предметом моделирования становится абсолютный уро-
вень цен и его изменение. Аналогично в краткосрочных макроэкономиче-
ских моделях рынка факторов производства представлен лишь рынок труда, 
на котором покупается и продается один вид труда.  

Очевидным недостатком макроэкономического агрегирования являя-
ется частичная потеря информации, однако именно агрегирование облег-
чает выявление сущности сложнейших народно-хозяйственных процессов  
и является основой макроэкономического моделирования.  

Макроэкономическая модель, как правило, включает в себя две группы 
элементов: известные к моменту построения модели параметры – экзогенные 
переменные, и неизвестные параметры, которые надо 

ения) модели, – эндогенные переменные. Построить модель – означает 
найти или постулировать функциональные зависимости, связывающие экзо-
генные и эндогенные параметры модели.  

4. При построении макроэкономических моделей обычно используют 
три типа функциональных зависимостей – поведенческие, технологические 
(производственные) и институциональные, а также макроэконометриче-
ские тождества, выступающие в роли балансовых соотношений в моделях 
экономического равновесия. 

Поведенческие функции выражают сложившиеся в обществе предпоч-
тения. В качестве примера таких функций 

я С(y) и сбережения S(y), в совокупности представляющие закономер-
ность распределения сектором домашних хозяйств своего дохода y между 
потреблением С и накоплением S.  

Производственные функции характеризуют технологические условия 
производства.  
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Институциональные функции представляют некоторые установленные 
или постулированные зависимости между параметрами модели. Например, 
сумма налоговых поступлений Т есть функция от дохода y и установленной 
соответствующим институтом (государством, центральным банком и др.) 
процентной ставки Ty : T = Tyy. 

 

симости, вытекающие из содержательного смысла эконо-
миче

ческое тождество (тождество дохода) отра-
жает

олучается приравнива-
нием ученных в результате произ-

 + ΔB).  

са 

ются такие показатели, 
как 

Дефиниционные функции (основные макроэкономические тождества) 
выражают зави

ских явлений. Суть этих тождеств – балансовые соотношения, выпол-
нение этих тождеств для рассматриваемых секторов экономики является 
основным условием достижения общего равновесия. 

Рассмотрим некоторые из таких тождеств: 
1) Основное макроэкономи
 равенство доходов и расходов YD = С + I + G + E и означает, что сово-

купный спрос на рынке благ (YD) равен сумме потребительского спроса  
домашних хозяйств (С), инвестиционного спроса предпринимательского  
сектора (I), государства (G) и заграницы (E – чистый экспорт).  

2) Тождество сбережений и инвестиций, которое п
 расходов экономики на ВНП и доходов, пол

водства ВНП, и в простейшем случае закрытой экономики, в которой отсутст-
вует государственный сектор, имеет следующий вид: C + I = S + C => I = S.  

3) Тождество госбюджета, вытекающее из предположения, что государ-
ственные сбережения могут быть использованы либо на покрытие государст-
венного долга, либо для сокращения денежной массы: Sg = –(ΔM

В макроэкономическом моделировании могут рассматриваться и другие 
экономические тождества, конкретный набор которых определяется спе-
цификой рассматриваемой экономической задачи.  

Как правило, в макроэкономических моделях в качестве экзогенных 
параметров (переменных) задается технология производства (в виде про-
изводственной функции), а также характер поведения экономических 
субъектов на каждом из рынков (в виде соответствующих функций спро
и предложения). В качестве эндогенных переменных, значения которых 
получаются из решения модели, основанной на использовании одного или 
нескольких экономических тождеств, рассматрива

величина реального национального дохода, уровень занятости, ставка 
реальной зарплаты, реальная ставка процента и уровень цен. Особый интерес 
представляет такое соотношение между эндогенными и экзогенными пере-
менными, при котором экономика оказывается в состоянии общего равно-
весия, т.е. такого состояния, при котором хозяйственные планы, намечаемые 
экономическими субъектами в пределах своих бюджетных ограничений, 
оказываются совместно осуществимыми на всех рынках.  
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Достижение общего экономического равновесия не означает, что теперь 
каждый участник рынка доволен своим положением; в равновесии просто 
констатируется, что за счет изменения объема или структуры покупок или  
продаж никто не сможет улучшить свое благосостояние в сложившихся  
условиях.  

Для того чтобы практически использовать макроэкономические модели, 
нам 

мическими субъектами в ходе производства, распределения  
и по

 целями его исполь-
зова

 используется для построения системы национального 
счет

Народно-хозяйственный кругооборот 

необходимо научиться рассчитывать необходимые экономические пока-
затели. Это осуществляется обычно посредством системы национальных  
счетов, которая основывается на модели народно-хозяйственного круго-
оборота – совокупности замкнутых денежных потоков, возникающих между 
макроэконо

требления материальных благ и услуг.  
5. Фундаментальное понятие экономического кругооборота – «бюджет». 

Бюджет отражает все доходы и расходы субъекта, а следовательно, и изме-
нение его имущества в отчетном периоде. Бюджет может быть представлен  
четырьмя способами: уравнением, таблицей (матрицей), диаграммой и бух-
галтерским счетом.  

Выбор формы представления бюджета диктуется
ния. Так, например, табличная форма удобна для анализа взаимосвязей  

между совокупностью бюджетов; достоинством графической формы явля-
ется ее наглядность; для построения математических моделей макроэко-
номических субъектов бюджеты представляются в форме уравнений, а 
бухгалтерская форма

оводства.  
Поскольку в рыночной экономике расход одного субъекта становится 

доходом другого, все бюджеты оказываются взаимосвязанными и характе-
ризуют кругооборот денежных средств в экономической системе (см. табл. 1).  

Т а б л и ц а  1  

К 
От 

Домашним 
хозяйствам 

Предприни-
мателям Государству Загранице Сектору 

имущества
Домашних Оплата благ Прямые  Переводы Сбережения 
хозяйств — (C)  налоги (T)  части дохода (S) 

Предприни- Опла им-
порта (Z)  

Нераспре-
деленная  та фак- — 

Прямые и 
косвенные Оплата 

торов (Y)  налоги прибыль, 
амортизация

мателей 

Г Трансфертные 
платежи 

Оплата
с

Экономичеосударства  благ, 
убвенции (G) — -

ская помощь 
Избыток  
бюджета 

Заграницы Переводы Оплата -
пор E)  

Экономиче
с

 
та (

экс -
кая помощь — Дефицит  

торгового 
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баланса  
(Z – Е)  

Сектора 
имущества 

Потребление 
части  

муществаи  

Дефицит  
государствен-

  
(G – T)  

Валовые ин-
вестиции (I) ного бюджета

Избыток  
торгового  
баланса 

— 

Из табли ы е ожно строит -
фическую модель народно-  (диагра к  
и математические балансовые модели ого из рассматриваемых  
эк ск в

ав о го посредством 
бухгалтерских  суть сис цион  счетоводства, 
в ко

ет образования и исполь-
ин, имеющих размерность потока, то для 

са составляется баланс, который пока-
енный момент времени. Национальные 

очниками всей информации, необходимой 
.  

ей: экономический рост, опти-
маль

чной форм  представл
хозяйственного

ния легко м
 кругооборота

 по ь как гра
мму), та

для кажд

венного кру
темы на

ономиче
Предст

их субъекто
ление нар
 счетов составляет

. 
дно-хозяйст оборота 

ального
торой представлена количественная информация о возникновении, рас-

пределении и использовании национального дохода. 
Для этого по каждому из экономических субъектов и народному хозяй-

ству в целом составляется система функциональных счетов, отражающих 
участие данного субъекта в следующих хозяйственных процессах: 

• производстве материальных благ и услуг; 
• образовании дохода; 
• распределении дохода; 
• перераспределении дохода; 
• использовании дохода; 
• изменении имущества; 
• кредитовании и финансировании. 

мы счетов ведется учЕсли посредством систе
зования экономических велич
структурного анализа величин запа

еделзывает величину запаса на опр
тсчета и балансы являются ис

для макроэкономического моделирования
6. Все явления макроэкономики изучаются с позиции соответствия 

определенным критериям – целям совокупной хозяйственной деятельности. 
Что же такое экономическая цель? Это оценочное суждение, принятое наукой 
за норму желаемого состояния какого-либо народно-хозяйственного про-
цесса. В настоящее время в западной и отечественной литературах называют 
восемь основных макроэкономических цел

ную занятость, экономическую эффективность, стабильный уровень 
цен, экономическую свободу, справедливое распределение доходов, эконо-
мическую обеспеченность граждан, оптимизацию внешнеторгового баланса. 
Рассмотрим указанные цели более подробно. 

1) Экономический рост рассматривается как вид общественного взаи-
модействия участников народно-хозяйственного кругооборота, в результате 

 



2. План-конспект лекционного курса 95

которого совокупности экономических ресурсов, товаров и услуг, а также  
разнообразные доходы имеют положительную динамику. В зависимости от 
выбранного критерия говорят о технологическом, демографическом, инве-
стиционном и других видах роста. Однако общей базой для развертывания  
конкретных видов экономического роста является устойчивая положительная 

ть выгоду его собственнику), сохра-

тв  

ческая свобода означает, что основные группы участников 

ская диф-
ференциация богатства обязательна, если общество желает стимулировать  

динамика совокупности товарных ресурсов, представленная национальным 
продуктом. Обобщенным критерием экономического роста могут служить 
такие показатели, как темп роста или темп прироста выбранного показателя.  
Следует отметить, что разнообразные показатели экономического роста  
необязательно изменяются взаимосогласованно: так, например, технологи-
ческий рост может приводить к загрязнению окружающей среды и к по-
вышению уровня безработицы. Поэтому в политических и экономических 
кругах продолжаются дискуссии о том, при каких разумных ограничениях 
на отрицательные побочные эффекты экономический рост может рассмат-
риваться как оптимальный. В настоящее время принята выработанная  
несколько лет назад на всемирной конференции ООН в Бразилии концепция 
устойчивого экономического развития. 

2) Оптимальная занятость формулируется как обеспечение работой 
всех граждан, ищущих ее и желающих работать при дополнительных условиях 
минимизации времени, затраченного этими гражданами на поиски работы. 

3) Экономическая эффективность хозяйства означает, что экономика 
страны должна осуществлять развитие, при котором обеспечивается мак-
симальное использование технологических возможностей (каждый ресурс 
должен находиться в обороте и приноси
няется оптимальное соотношение между производством средств производства 
и предметов потребления («пушками» и «маслом»), а также обеспечивается 
максимальное потребление в расчете на единицу используемых средс
производства.  

4) Стабильность цен предполагает их одинаковую эффективность для 
экономических субъектов. Это означает, что нет инфляции (никто не вы-
игрывает и не проигрывает за счет обесценения денег), но нет и дефляции 
(никто не выигрывает и не проигрывает за счет их удорожания). В желае-
мом состоянии это означает, что в экономике каждый участник множества 
рынков считает себя полностью реализовавшим свои интересы.  

5) Экономи
макроэкономики (фирмы и домохозяйства) в рамках существующих законов 
сами принимают решения о путях наиболее целесообразной реализации 
своих народно-хозяйственных интересов.  

6) Справедливое распределение доходов – это недопустимость как 
крайней нищеты основной группы трудящихся, так и чрезмерной роскоши 
узкой группы наиболее обеспеченных собственников. Экономиче
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тех, кто конкурирует в области развития рынков ресурсов, товаров и услуг.  
Но мера этой дифференциации не должна быть слишком большой, она  
должна соответствовать наблюдаемым тенденциям общественного развития; 
ведущим принципом распределения в современной экономике является  

 

о содержание полно-

 может рассматриваться  

ходимости вариативного (многовариантного) прогнозиро-
вани

принцип получения основной части богатства из рыночных источников  
в результате конкуренции собственности и капиталов, включая человече-
ский капитал. Другие же принципы распределения богатства (рыночные, 
нерыночные, по труду, по способностям, по дружественным отношениям,  
по удаче, по родству, по месту в чиновничьей иерархии, по семейному  
составу, по месту жительства и т.д.) оказались исторически неэффектив-
ными и всегда приводили к печальным результатам. 

7) Экономическая обеспеченность граждан предполагает, что в идеале 
все граждане, независимо от того, трудоспособны, заняты они или нет, 
должны быть обеспечены экономическими благами не ниже так называе-
мого прожиточного минимума. Под прожиточным минимумом понимается 
объем экономических благ, позволяющий реализовывать любому гражда-
нину страны его основные права и обязанности на уровне принятых соци-
альных норм (они обычно объявлены в конституции страны). Конечно, 
прожиточный минимум, величина относительная, ег
стью определяется уровнем экономического развития страны: если в России 
сегодня его величина рассчитывается исходя только из стоимости мини-
мальной продовольственной корзины, то в развитых странах в его состав 
включается много и других экономических благ.  

8) Оптимизация внешнеторгового баланса означает, что каждое госу-
дарство, вступая в международные экономические отношения, должно «жить 
по средствам», не нанося хозяйственного ущерба странам-участницам миро-
вой экономики. 

Краткий вывод из представленного перечня макроэкономических целей 
состоит в том, что совокупность этих целей обладает как свойствами общ-
ности (сходства), так и противоречивости (различия). Каждая цель опреде-
ляется собственными критериями ее достижения и
как в качестве основной на определенном этапе экономического развития, 
так и в качестве вспомогательной, необходимой для реализации остальных 
целей. Потребность учитывать различные народно-хозяйственные критерии  
приводит к необ

я, планирования и управления. Макроэкономические модели, с помо-
щью которых можно исследовать взаимосвязи между основными экономи-
ческими величинами, являются именно тем инструментом, который может 
обеспечить сравнение различных вариантов экономического развития для  
выбора наиболее предпочтительных в соответствии с меняющейся эконо-
мической ситуацией.  

Подробнее см.: 1, 2, 4, 6, 8. 

 



2. План-конспект лекционного курса 97

МОДЕЛИ МАКРОЭКОНОМИЧЕСКОГО РАВНОВЕСИЯ  
НА РЫНКЕ БЛАГ 

Основные вопросы темы 
1. Неоклассические и кейнсианские функции спроса основных макроэко-
номических объектов. 

2. Подходы к построению функций потребления в макроэкономических 
мо е благ. 

3. к построению -
са в е благ. 

4. Выражение с ва и заграницы в макроэкономических  

сти  

  
 готовы полностью удовлетворить спрос на  

это 

делях равновесия на рынк
Подходы 
ного) спро

 функций предпринимательского (инвестицион
 макроэкономических моделях равновесия на рынк
проса государст 

моделях.  
5. Различия между кейнсианской и классической моделями обоснования 
совокупного спроса. 

6. Условия равновесия на рынке макроэкономических благ. Кривые IS. 
Модели мультипликатора автономн7. ых расходов и налогового мультип-
ликатора. 

1. Рынок благ является центральным звеном макроэкономических  
моделей, и этим объясняется использование его в качестве «входа» в общую 
систему взаимосвязанных рынков. Искусственное выделение одного из рын-
ков в качестве независимого элемента исследования требует некоторых  
упрощений. К основным из них относятся предположения о неизменно
уровня цен и о совершенной эластичности предложения благ. Совершенная 
эластичность предложения блага означает, что при любом фиксированном
уровне цен предприниматели

благо, импорт. На практике такая ситуация складывается в периоды  
неполной занятости, когда предприниматели могут увеличить выпуск про-
дукции за счет дополнительного привлечения рабочей силы при неизменных 
средних затратах производства.  

Покупателями на рынке благ являются все четыре экономических 
объекта: сектор домашних хозяйств, предпринимательский сектор, государ-
ство и заграница. Рассмотрим, от чего зависит объем спроса каждого из них 
(см. табл. 2). 

Т а б л и ц а  2  
Неоклассические и кейнсианские функции спроса основных  

макроэкономических объектов 

№ Экономический объект Неоклассическая функция 
спроса 

Кейнсианская функция 
спроса 

1 Сектор домашних  
хозяйств 

C(y) = Сα  + Cyy  S(i) = –Сa  + ai  
S(y) = –Сα  + (1 – Cy)y  C( i) = Сα  + y  – ai  

2 Предпринимательский Ia  = I i(R
●  – i) Ia  = e – di  + γy  

ТЕМА 15 
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сектор Iин  = k(y1  – y0) Iин  = e – di  

3 Государство t  t  =const   G =const  G

4 Заграница E(θ) = E  + gθ  0
Z(y) = Z  + Z y  Z(i) = –bi0 y

E(θ) = E0 + gθ   
 

Объясним обозначени . 2 оди-
мые 

с домашних хо ует на ры  его долю 
приходится  половины совокупного спроса. 

роса дома йств в макроэкономической практике 
об ч азвание «фу ния» и разл мости 
от того, какой из эндоге располаг од, размер 
имущ

ых в макроэкономическую практику была введена 
функ

рой люди увеличивают 
свое

оторая показывает, насколько увеличится потребление  
при 

я, приведенные в табл , и сделаем необх
комментарии.  
2. Спро зяйств доминир нке благ. На

 больше
Функции сп шних хозя

ы но носят н нкций потребле ичаются в зависи
нных факторов ( аемый дох

ества или его доходность) принимается во внимание (считается наи-
более значимым). 

Одной из перв
ция потребления, соответствующая так называемой «гипотезе абсо-

лютного дохода» Дж. Кейнса, в соответствии с кото
 потребление с ростом абсолютной величины текущего дохода y:  

C(y) = Cα + Cyy; Cα > 0; 0 < Cy < 1, где Сα – величина автономного  
(независимого от текущего дохода) потребления (при y = 0 потребление  
осуществляется за счет сокращения имущества); Сy – предельная склонность  
к потреблению, к

увеличении текущего дохода на единицу. Приведенное выражение для  
функции потребления опирается на две общие предпосылки: доход домаш-
них хозяйств является экзогенной величиной; а доля потребления в доходе  
определяется на основе сложившихся привычек, традиций и психологиче-
ских склонностей экономических субъектов. Функция сбережения в кейн-
сианской модели является эндогенной величиной, полностью определяется  
выражением для функции потребления и рассчитывается из тождества  
сбережений и инвестиций в условиях отсутствия государства и заграницы:  
y = C + I = S + C => S(y) = y – С(y). 

В отличие от кейнсианской школы классическая макроэкономическая 
школа предполагает, что доход является для домашних хозяйств вторич-ным 
(эндогенным) параметром, а сбережение – первичным, причем неокласси-
ческая функция сбережений есть возрастающая функция от ставки процента i: 
C(i) = –Ca + ai. Здесь Са – независимый от ставки процента объем потребле-
ния; а – параметр, показывающий, на сколько единиц сократится объем 
потребления (возрастут сбережения), если ставка процента увеличится на 
один пункт.  
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В соответствии с неоклассическими представлениями объем потреб-
ления домашних хозяйств рассчитывается через объем потребления из  
основного макроэкономического тождества: y = C + S => С(y) = y – S(y).  

3. Под инвестиционным спросом понимается спрос предпринимателей  
на блага для восстановления изношенного и увеличения реального капитала. 

Спрос на инвестиции – самая изменчивая часть совокупного спроса
на блага. Инвестиции сильнее всего реагируют на изменение экономиче-
ской конъюнктуры. С другой стороны, именно изменение объема инвестиций  
чаще всего является причиной конъюнктурных колебаний. Специфи

  

ка  
возд

  
благ

т спрос на блага, то в соответствии 
с кей

ействий инвестиций на экономическую конъюнктуру состоит в том,  
что в момент их осуществления возрастет спрос на благо, а предложение

 увеличится лишь через некоторое время, когда в действие вступят  
новые производственные возможности.  

В зависимости от того, какие факторы определяют объем спроса на  
инвестиции, последние делятся на индуцированные (осуществляемые при  
устойчивом увеличении спроса на благо) и автономные (инвестиции в новую  
технику и повышение качества продукции).  

Когда при полной загрузке производственных мощностей, используемых  
с оптимальной интенсивностью, возрастае

нсианской моделью предприниматели увеличивают производственные  
мощности в целях изготовления дополнительной продукции. Чтобы опреде-
лить необходимый объем инвестиций, нужно знать величину приростной  
капиталоемкости продукции ( yΔ

KΔ≡κ ), показывающей, сколько единиц  

ет
остной

 
не в том  

дополнительного капитала потребуется для производства дополнительной  
единицы продукции. Тогда при заданной приростной капиталоемкости для  
увеличения производства с y1 до y2 необходимы индуцированные инвестиции  
в размере Iин = k(y1 – y0). Таким образом, величина индуцированных инве-
стиций в кейнсианской модели явля ся функцией от прироста националь-
ного дохода. Коэффициент прир  капиталоемкости называют также  
акселератором. При равномерном приращении национального дохода объем  
индуцированных инвестиций постоянен; если доход растет с переменной  
скоростью, то объем их колеблется, а если национальный доход снижается,  
то инвестиции становятся отрицательными. Экономисты классической школы  
рассматривают индуцированные инвестиции как убывающую функцию про-
центной ставки: Iин = e – di, где e и d – некоторые коэффициенты.  

Отрицательность индуцированных инвестиций означает, что из-за  
сокращения производства предприниматели частично или полностью не  
восстанавливают изношенный капитал. 

Факторы, определяющие объем автономных инвестиций, в кейнсиан-
ской и классической моделях также различны. По Дж. Кейнсу, инвестиции, 
в отличие от текущих затрат на производство, дают результаты 
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пери

оизмерения разновременных стои-
мост

зм  
прин

оде, в котором они осуществляются, а в течение ряда последующих  
периодов. Поэтому при сравнении инвестиционных затрат с получаемыми  
от них результатами возникает проблема с

ных показателей, которая решается посредством дисконтирования.  
Если нужно определить, чего стоит сегодня возможность получения  

некоторой суммы денег через t лет при отсутствии инфляции, эту сумму  
следует разделить на величину (1 + R)t, где R – дисконтная ставка. Если  
дисконтная ставка некоторого индивида меньше ставки процента, выплачи-
ваемого по облигациям, то данный индивид откажется от хранения наличных  
денег в пользу приобретения облигаций. Рассмотрим подробнее механи

ятия решения о целесообразности инвестирования сложных автономных  
проектов. 

Пусть некоторый инвестиционный проект требует вложений K0 в те-
кущем периоде и обещает дать в следующих трех периодах соответственно  
П1, П2, П3 чистого дохода. В данной ситуации инвестор сочтет данный про-

ект экономически целесообразным, если 3
3

2
21

0
)1()1(1 R

Π

R

Π
R

ΠK
+

+
+

+
+

< . При 

заданных П1, П2, П3 величина суммы их дисконтированных зна ений
зависит от величины R. То значение R*, которое превращает вышеприведенное  
неравенство в равенство, называется предельной эффективностью капитала  
(R*). С использованием приведенных обозначений функцию автономных  
инвестиций можно записать в виде: Ia = Ii(R клон-

стиции при изменении разности между предельной эффективностью капи-
тала и текущей ставкой процента i на единицу. 

В соответствии с неоклассической теорией предприниматели прибе-
гают к инвестициям для того, чтобы довести имеющийся у них объем капи-
тала до оптимальных размеров, поэтому здесь используется другой вид  
функции автономных инвестиций: It

a
 = β(K* – Kt). Здесь It

a
 – объем автоном-

ных инвестиций в период t; Кt – объем капитала, существующий на начало  
периода t; К* – оптимальный объем капитала; β

ч   

* – i), где Ii – предельная с
ность к инвестированию, показывающая, насколько изменится объем инве-

 – коэффициент, характери-
зующий меру приближения существующего объема капитала к оптималь-
ному за период. Оптимальным при этом считается такой размер капитала,  
который при существующей технологии обеспечивает максимальную при-
быль, т.е. когда предельная производительность капитала ( rdK

dy = ) равна 
предельным затратам его использования. Можно показать, что если при  
данной ставке процента растет предельная производительность капитала r, 
то К* тоже увеличивается. В наиболее простом случае предполагается, что 
функция автономных инвестиций линейно возрастает по y и линейно убы-
вает по i: Ia = e – di + γy. 

 

 



2. План-конспект лекционного курса 101

Основное различие между кейнсианской и неоклассической функция-
ми автономных инвестиций состоит в том, что в кейнсианской концепции  
решающим фактором при определении объема инвестиций являются песси-
мизм или оптимизм инвестора (субъективный параметр R*), а в неоклассиче-
ской – ставка процента i как объективная характеристика состояния экономики.  

влия

 

 

ько заграничных благ страна может получить в обмен  

4. Поскольку экономическая активность государства в отличие от хо-
зяйственной деятельности частных секторов, не имеет четко выраженного 
критерия оптимальности, функция спроса государства, на рынке благ рас-
сматривается как экзогенная величина и имеет вид: Gt = const. Кроме пря-
мого воздействия государства на рынок благ через их покупку оно косвенно 

ет на совокупный спрос посредством налогов и займов (выпуска обли-
гаций). С изменением величины налогов меняется размер располагаемого  
дохода, а следовательно, и потребительский спрос домашних хозяйств. 
Операции государства на рынке ценных бумаг отражаются на уровне реаль-
ной ставки процента, изменения которой влияют на инвестиционный спрос  
предпринимателей. 

Спрос заграницы на рынке благ некоторой страны определяет объем  
экспорта последней и зависит главным образом от соотношения цен на оте-
чественные и заграничные товары и обменного курса национальных валют. 
Оба эти фактора объединяются в индексе «реальные условия обмена» – θ,  
показывающем, скол
на единицу своего блага. Индекс рассчитывается по формуле: ZeP

P
=θ ,  

где P, PZ – уровни цен соответственно внутри страны и за границей;  
e – обменный курс отечественной валюты, показывающий, сколько единиц 
отечественной валюты дают за единицу иностранной валюты.  

Когда θ растет, то говорят, что реальные условия обмена  
улучшаются, так как за единицу отечественного блага можно по  
больше иностранных. Однако для заграницы это означает подорожание  
товаров из данной страны, и экспорт последней при прочих равных усло-
виях сократится. Обычно функцию спроса заграницы на рынке

 страны
лучить

 благ неко-
торо

рос на импорт. В соответствии  
с неоклассической концепцией импорт является убывающей функцией  

й страны (или функцию экспорта этой страны) представляют в виде:  
E(θ) = E0 + gθ, где E0 – величина экспорта, автономная от θ, т.е. определяемая 
другими факторами; g – предельная склонность к экспорту, характери-
зующая реакцию экспорта на изменение θ.  

Заграница не только закупает, но и продает блага на рынке данной страны. 
Кейнсианская функция импорта имеет вид: Z(y) = Z0 + Zyy, где Zy –  
предельная склонность к потреблению импортных благ, показывающая,  
на сколько единиц увеличится спрос на импорт при увеличении дохода  
на единицу; Z0 – независимый от дохода сп
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от с

оса состоит в том, что в ней присутствует обратная связь, 
сост

 особенность порождает так называемый 
эффе

й достижения равновесия на рынке благ без 
прив т произведено с использованием 
боле

 линией IS  

тавки процента: Z(i) = Z0 – bi, где b > 0 – параметр, показывающий,  
на сколько единиц сократится импорт, если ставка процента возрастет  
на один пункт. 

5. Суммируя вышеизложенное, отметим, что в настоящее время  
используются две основные модели обоснования совокупного спроса:  
кейнсианская – yD = C(y) + I(R

●
,i) + G + E(θ) – Z(y) и неоклассическая –  

yD = C(i) + I(r,i) + G + E(θ) – Z(i). 
Принципиальная особенность кейнсианской модели формирования 

совокупного спр
оящая в том, что величина совокупного спроса y определяется объемом 

потребления домашних хозяйств C(y) и чистым экспортом NE = E(θ) – Z(y), 
являющимися функциями национального дохода, который, в свою очередь, 
зависит от совокупного спроса. Эта

кт мультипликатора, механизм которого рассматривается несколько 
далее в настоящем пособии.  

6. Условия равновесия на рынке благ 
Для определения равновесия на рынке благ кроме функции совокуп-

ного спроса необходимо знать функцию предложения благ. Однако для по-
строения такой функции необходимо рассмотрение рынка труда, так как 
именно от уровня производства зависит объем производства и предложения 
благ. Рассмотрение же услови

лечения функции предложения буде
е простого условия – равенства «притоков» на рынок благ и «оттоков» 

из потенциального спроса на этом рынке. К «оттокам» отнесем часть доходов 
домохозяйств, направленных на сбережение, уплату налогов и оплату  
импорта, снижающих спрос на отечественные блага, а к «притокам» – соб-
ственно потребительский спрос домашних хозяйств, инвестиционный  
спрос предпринимателей, спрос государства и заграницы (экспорт). Условия 
равновесия на рынке благ в этом случае примут следующий вид: 

y + Zyy = Ca + Cyy + I + G +E. (8) 
Если учесть, что доход от производства направляется домашними  

хозяйствами на потребление, уплату налогов и сбережение, т.е.  
y = C + T + S = Ca + Cyy + Tyy + Syy, а также вид функции инвестиций  
I = A – Iii, где A = IiR

●
, то выражение (8) преобразуется к виду: 

y(Sy + Ty + Zy) = A – Iii + G + E. (9) 
 )Выражение (9) определяет на плоскости (y,i  уравнение прямой линии, 

каждая точка которой представляет одну из комбинаций значений дохода y 
и процентной ставки i – которые в совокупности обеспечивают равновесное 
состояние рынка благ, если остальные характеристики этого рынка фикси-
рованы. Эта линия в литературе по макроэкономике называется
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или 

 от изменения ставки процента или наоборот. Эта линия 
всег

есного национального дохода в результате изме-
нени

 объем инвестиций  
на ∆

линией инвестиции-сбережения (аббревиатура от английских терминов 
investment-savings). 

Каждая точка, лежащая на линии инвестиции-сбережения, представляет 
одно из равновесных состояний на рынке благ и определяет такое сочетание  
ставки процента и реального дохода, при котором спрос соответствует пред-
ложению. Не следует думать, что линия характеризует изменение реального 
дохода в зависимости

о лишь показывает, насколько должна измениться ставка процента  
(уровень национального дохода) при изменении уровня национального  
дохода (ставки процента) для сохранения равновесия на рынке благ. Можно 
показать, что все точки на плоскости y,i (здесь y откладывается по оси абс-
цисс, а i – по оси ординат), расположенные выше линии IS, соответствуют  
ситуации избытка, а все точки, расположенные ниже этой линии, – ситуации 
дефицита на рынке благ.  

7. Полученное уравнение описывает статичную (неподвижную) ситуа-
цию, однако реальная экономическая система находится в постоянном раз-
витии, поэтому представляет определенный интерес рассмотрение вопросов, 
связанных с изменениями в этой системе. Рассмотрим, например, как будет 
меняться величина равнов

я поведения экономических субъектов.  
Допустим, что на рынке нет ни государства, ни заграницы. Тогда рав-

новесие на рынке благ выразится следующим уравнением: y = Cyy + 1, где  
Cy – предельная склонность домашних хозяйств к потреблению. Предпо-
ложим, что при существующей ставке процента предприниматели под  
влиянием технического прогресса решили увеличить

I. Тогда, чтобы при возросшем спросе на инвестиции на рынке благ  
сохранилось (установилось новое) равновесие, предложение тоже должно  
увеличиться на некоторую величину ∆y, определяемую из уравнения  
y + ∆y = Cy(y + ∆y) + I + ∆I. Вычитая из последнего уравнения предыдущее,  
получим, что I

C
y

y
Δ

−
=Δ

1
1 .  (10) 

Сомножитель 
yC−1

1  называется мультипликатором автономных рас-

ходов. Он показывает, насколько возрастет равновесный национальный до-
ход при увели y <1, чении автономного спроса на единицу. Поскольку 0 < C
мультипликатор больше единицы. Это означает, что если автономные рас-
ходы
ный доход (дополнительное производство блага) увеличится больше, чем 

 вырастут на единицу (дополнительный спрос на благо), то националь-

на единицу. Такое многократное увеличение объясняется тем, что инвести-
ционные расходы предпринимателей есть одновременно дополнительный  
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доход для работников инвестиционного комплекса, часть которого (в соот-
ветствии с предельной склонностью к потреблению) эти работники исполь-
зуют на дополнительное потребление. Дополнительное потребление вызы-
вает увеличение совокупного спроса, который опять вызывает (индуцирует) 
дополнительный спрос на инвестирование и т.д. В общем виде мультипли-
кационный эффект описывается в виде бесконечного ряда (бесконечной 
суммы шагов) LL +×Δ++×Δ+×Δ+Δ=Δ n

yyy CICICIIy 2 , что в пределе при  

n → ∞ дает приведенную выше формулу I
C

y
y

Δ
−

=Δ
1

1 .  

Поскольку величина мультипликатора обратно пропорциональна 
склонности к сб  возникает так назы-

предельная склонность домохозяйств к  

ережениям, в кейнсиан
ваемый парадокс сбережений. Предположим, что в некоторой экономике 

потреблению упала с 0,5 до 0,2  
(это означает, что предельная склонность к сбережению выросла с 0,5  
до 0

ской экономике

,8). Рост предельной склонности к сбережению приводит к уменьшению  
мультипликатора с 2 до 1,25. Это означает, что при одинаковом увеличении 
инвестиций во втором случае национальный доход возрастет уже не в  
2 раза, а только в 1,25, т.е. при росте предельной склонности к сбережению  
в 1,6 раза (с 0,5 до 0,8) прирост национального дохода сократится на 37,5% 
(1,25 / 2 = 0,625 = 62,5%) (1,25 (2 = 0,37)). Выходит, что чем больше обще-
ство сберегает, тем беднее оно становится.  

Рассмотрим, к каким последствиям для национальной экономики при-
ведут изменения в экономической активности государства, для чего в 
уравнении равновесия на рынке благ учтем в явном виде государственные 
расходы и подоходный налог: y = Сy

v(y – Tyy) + I + G, (здесь Ty – ставка  
подо vходного налога; Сy  – предельная склонность к потреблению распола-
гаемого после уплаты налогов дохода yv = (y – Tyy).  

Расходы государства составляют часть автономного спроса на рынке 
благ, и поэтому их воздействие на величину дохода идентично воздейст-
вию автономных инвестиций. Найдем выражение для соответствующего 
(инвестиционного) мультипликатора, для чего перепишем уравнение рав-
новесия в виде: y(1 – Сy

v – Сy
vTy) = I +G. 

Отсюда )(
)1(

1 GI
TCC

y
y

v
y

v
y

Δ+Δ
−−

=Δ .  

Чтобы выяснить, как повлияет на величину национального дохода  
изменение ставки подоходного налога, вы

v
чтем из уравнения  

y + ∆y = [(y + ∆y) – (Ty Ty)(y + ∆y)] + I + G yC + ∆
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уравнение y(1 – v
yC  – v

yC Ty) = I +G и получим после элементарных преоб-
разований выражение для налогового мультипликатора:  

)(
)1(

yyT
TCC

y
y

v
y

v
y

Δ+Δ
+−

−=Δ . 

Обозначим произведение ∆Ty(y + ∆y) = ∆T, и опре

C v
y y

делим насколько  
изменится объем налоговых поступлений вследствие изменения ставки  
подоходного налога. Сомножитель, стоящий перед ∆T называется налоговым 
мультипликатором

1. М ты денежной массы и их роль в моделях 
еско

2. тип-

д рынком денег в макроэкономике понимается совокупность отно-
 платежные сред-

, 
, и показывает, насколько сократится (увеличится) нацио-

нальный доход при увеличении (уменьшении) налоговых платежей на ∆T.  
Подробнее см.: 1, 2, 4, 6, 8. 

МОДЕЛИ РАВНОВЕСИЯ НА РЫНКАХ ДЕНЕГ И КАПИТАЛА 
Основные вопросы темы 

ТЕМА 16 

акроэкономические агрега
экономич
Модель создания

го равновесия. 
 (предложения) денег и соответствующие ей муль 

ликаторы. 
3. Механизм формирования спроса на деньги со стороны субъектов эконо-
мики. 

4. Условия равновесия на денежном рынке и LM-кривая. 
Различные 5. денежные агрегаты как предметы сделок на рынке капитала.  

1. По
шений между банковской системой, создающей всеобщие
ства – деньги, и «публикой», предъявляющей спрос на них. Экономисты  
используют термин «деньги» как удобное краткое наименование сложного  
агрегата – «денежной массы», состоящей из ряда субагрегатов (высокоэф-
фективные деньги, чистые деньги, почти деньги, прочие ликвидные активы). 
Эти субагрегаты объединяют отдельные компоненты денежной массы,  
отличающиеся степенью выполнения некоторых приписываемых деньгам  
функций (средства платежа, средства счета и средства сохранения ценности) 
и ликвидностью (способностью превратиться в другие виды имущества  
без потери ценности). 

В современной экономике платежи осуществляются тремя способами, 
и каждому из этих способов соответствуют различные платежные средства:  
платежам, связанным с передачей денежных знаков, – наличные деньги  
(банкноты, монеты); платежам посредством записей на счетах в банках – 
жиро-деньги (чеки, текущие счета), а платежам, осуществляемым по доку-
ментам, подтверждающим задолженность одного лица другому, – долговые  
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деньги (векселя частных лиц, обязательства). Первые два вида платежных  
средств создаются банковской системой, а третий – не банками.  

Хотя деньги в их широком понимании являются наиболее ликвидной 
формой активов, ликвидность отдельных компонентов денежной массы 
разл

 = M0 + (депозиты населения в сбербанках до востребования) +  
ий в коммерческих банках до  

тные сертификаты банков) + (облигации госу-

 дополнительные разновидности финансовых 

щие обозначения: 

позиты); 
. 
сы денежных средств всех трех 

учас , сети коммерческих банков  
и «п

создания 
Баланс центрального » 

ична. Поэтому в разработках центральных банков большинства развитых 
стран и в статистических публикациях денежная масса обычно структури-
руется в так называемые агрегаты по степени ликвидности ее компонентов. 
Состав и структура агрегатов денежной массы различны в различных странах, 
например, Центральный банк Российской Федерации выделяет четыре таких 
агрегата: 

• M0 – наличные деньги в обращении; 
• M1

+ (депозиты населения и предприят
востребования)+(средства населения и предприятий на расчетных  
и текущих счетах);  

• M2 = M1 + (срочные вклады в сбербанках); 
• M3 = M2 + (депози
дарственного займа). 

Под деньгами в узком смысле в макроэкономике понимается агрегат M1. 
Агрегаты M2 и M3 содержат
активов, которые более соответствуют функции сохранения ценности, чем 
функции средства платежа. 

2. Рассмотрим процесс создания денег двухуровневой банковской 
системой, используя следую

H – активы центрального банка (денежная база); 
MR – минимальные резервные покрытия; 
UR – избыточные резервы; 
K – кредиты коммерческих банков; 
D – чековые (бессрочные де
MH – наличные деньги в обращении
Составим в этих обозначениях балан
тников создания денег: центрального банка
ублики», т.е. совокупности всех экономических субъектов, включая  

государство, не являющихся банками (см. табл. 3). 
Т а б л и ц а  3  

Балансы денежных средств участников денег 
 банка Баланс коммерческих банков Баланс «публики

Акти ассив в Пассив Актив Пассив Актив П
H MH MR D MH K 
 MR UR  D H 
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 UR K    
Σ А =Σ П Σ А =Σ П Σ А =Σ П 

Ба а г стника с о авниванием соо ющих 
активов

рвного покрытия; 
; 

-
ских

Определим K из уравн
найденное

л нс каждо о уча тр ится прир тветству
 пассивам. Легко показать, что независимыми из получаемых трех  

балансовых уравнений являются любые два (обычно в модели рассматри-
ваются балансы первых двух участников).  

Если ввести коэффициенты:  
M/D = α – норматив минимального резе
UR/D = β – норматив кассовых остатков коммерческих банков
MH/K = γ – доля наличных денег в общей сумме кредитов коммерче
 банков,  
то первое и второе балансовые уравнения примут следующий вид: 

H = αD + βD + γK, (11) 
D == αD + βD + K. (12) 
ния баланса коммерческих банков и подставим е
внение баланса центрального банка:   выражение в ура

H == αD + βD + γD(1 – α – β) = Dα + β(1 – γ) + γ(1 – α) (13) 
и выразим D через Н:  

HD
+

=
α[ )]−(1+)−(1 αγγβ

Сомножитель, стоящий перед H в да
зитным мультипликатором и показывает, насколько максимально могут  

1 . (14) 

нном выражении, называется депо-

возрасти депозиты в коммерческих банках при увеличении денежной базы  
на единицу. Если теперь выразить D через K (из уравнения баланса коммер-
ческих банков) и разрешить полученное уравнение относительно K, можно  
получить выражение для так называемого кредитного мультипликатора: 

HK
)]−(1+)−(1+

−−
=

αγγβα
βα

[
1 , (15) 

показывающего, на сколько увеличится сумма 
лению при увеличении денежной базы на единицу.  

банковских кредитов насе-

Поскольку M1 = D + MH, а MH = γK, то можно получить выражение 
для денежного мультипликатора: 

HM
(1+ )]−(1+)−

−−+
=

βα αγγ
βαγ

[
)1(11 , (16) 

показывающего, насколько увеличится количес
денежная база возрастет на единицу. 

 центрального  

тво денег в стране, если  

Количество денег в стране увеличивается, если: 
• растет денежная база (H определяемая политикой
банка); 
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• снижается норма минимального резервного покрытия α, опреде-
ляемая центральным банком; 

• уменьшаются избыточные резервы коммерческих банков β, опреде-
ляемые коммерческими банками; 

• снижается доля наличных денег в общей структуре платежных  
средств населения γ, определяемая населением. 

В свою очередь параметры β и γ являются убывающими функциями  
ставки процента (i), так как с ростом i у коммерческих банков усиливается 
заинтересованность в снижении избыточных резервов, а у населения –  
наличных денег. 

В общем случае чем выше ставка процента, тем больше предложение де-
нег при заданной денежной базе и фиксированной норме резервного покрытия.  

3. Существует несколько источников (мотивов) формирования спроса  
на деньги со стороны экономических субъектов: спрос на деньги для сде-
лок – Lсд (в периоды между моментами получения денежных доходов люди 
должны оплачивать приобретение необходимых им благ); спрос на деньги 
по мотиву предосторожности – Lпр (люди нуждаются в наличных деньгах  
на случай непредвиденных платежей) и спрос на деньги как имущество – 
Lим (индивид выбирает между сбережением и потреблением денег). Спрос  
на деньги по первым двум мотивам обычно объединяют и полагают про-
порциональным общему доходу y, а спрос на деньги как на имущество  
обычно представляется в виде гиперболической функции от ставки про-
цента 

iB
AL
−

=им , где A и B – некоторые постоянные. Суммарный спрос  

на деньги определяется суммой трех перечисленных компонентов:  
L= Lсд+ Lпр+ Lим. В действительности функция спроса на деньги может зави-
сеть еще и от темпа прироста уровня цен π – чем он выше, тем меньше спрос 

на реальную кассу. Общий вид функции спроса на деньги ),,(
−−+

=
πiy

ll .  

Здесь знаки + и – обозначают направление изменения функции l в зависи-
мости от изменения ее аргументов.  

4. Равновесие на денежном рынке достигается тогда, когда все соз-
данное банковской системой количество денег добровольно держится  
«публикой» в виде кассовых остатков, т.е. в форме наличных денег и чеко-
вых вкладов. Условие равновесия на рынке денег при заданном уровне цен  

в алгебраическом виде записывается равенством ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++−

iy
l

iH
P
M ,,,

α
, где M 

– один из денежных агрегатов (M1-кассовые остатки, M2 или M3);  
P – уровень цен. Совокупность всех комбинаций y и i, которые при заданном 
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количестве денег обеспечивают равновесие на денежном рынке, образует  
так называемую LM-кривую.  

Для определения уровня цен используется уравнение количественной 
теории денег: MV = Py, где V – скорость обращения денег. 

5. Рынок капитала состоит из кредитного рынка, подразделяющегося 
на рынок денег и рынок облигаций, и рынка акций.  

В каждом периоде сбережения вместе с приростом денежной массы  
образуют общий объем финансовых средств, на которые предъявляют 
спрос инвесторы. Поэтому на рынке капитала установится равновесие,  
если S + ∆M = I. Таким образом, равновесная ставка процента является  
результатом взаимодействия спроса и предложения на дополнительный  
капитал. Однако рынок капитала, как и определяемая на нем ставка  
процента, – результат агрегирования составляющих его рынков, на каждом  
из которых устанавливается своя ставка процента.  

На рынке долгосрочного кредита предметом сделок являются долго-
срочные ценные бумаги, а субъектами сделок – население и финансовые 
институты, выступающие посредниками между домашними хозяйствами  
и предпринимателями. Обозначим доходность (ставку процента) данного  
вида ценных бумаг при достижении равновесия на рынке капитала iw. 

На рынке банковского кредита коммерческие банки представляют  
частному сектору кратко-, средне- и долгосрочные кредиты по ставке iS, 
дифференцированной по срокам представления кредита. 

На рынке депозитов население предоставляет коммерческим банкам  
кредит по ставке iH, дифференцированной по срокам. 

На рынке денег центрального банка (рынке банкнот) коммерческие  
банки берут краткосрочные кредиты у центрального банка или друг у друга,  
причем объектом сделок являются только деньги центрального банка.  
Коммерческий банк может пополнить свои резервы тремя путями: 

• взять кредит в центральном банке по дисконтной (учетной) ставке  
процента – id; 

• взять кредит у другого коммерческого банка по рыночной ставке  
процента – iT; 

• продать на открытом рынке ценных бумаг краткосрочные ценные  
бумаги правительства (казначейские векселя), теряя тем самым доход 
на них (в данном случае в роли процентной ставки кредита высту-
пает норма доходности правительственных ценных бумаг – iB).  

Центральный банк играет активную роль только на рынке банкнот,  
непосредственно устанавливая учетную ставку id и косвенно влияя на iB  
через операции на открытом рынке ценных бумаг. 

Все кредитные рынки оказываются взаимосвязанными вследствие того, 
что коммерческие банки, стремясь к максимизации прибыли, выступают  
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в каждом из них в качестве продавца или покупателя в зависимости от сло-
жившейся конъюнктуры.  

Взаимодействие отдельных кредитных рынков приводит к возникно-
вению упорядоченной структуры процентных ставок: 

iS > iW > iT > id > iB > iH. 
Изменение процентной ставки на одном из кредитных рынков повле-

чет за собой корректировку цены кредитов на других рынках. При этом  
в отдельные периоды возможны нарушения представленного выше соот-
ношения. Поскольку в макроэкономических моделях используется агреги-
рованный рынок ценных бумаг (например, денежные агрегаты M1, M2, 
M3), то и ставка процента, использующаяся в моделях совместного равно-
весия на рынках благ, денег и ценных бумаг оказывается агрегатом, пред-
ставляющим всю структуру множества разнообразных процентных ставок.  

Посредством рынка капитала сбережения переводятся в инвестиции,  
в структуре которых выделяются две составляющие: финансовые средства  
(деньги и облигации) и вложения в реальный капитал (акции). Совместное  
выравнивание предложения на всех кредитных рынках достигается гибко-
стью взаимосвязанной системы процентных ставок. В краткосрочных мак-
роэкономических моделях рынок капитала обычно представляется только  
двумя кредитными рынками: денег и государственных облигаций. Поэтому  
при данном объеме сбережений и фиксированном количестве находящихся  
в обращении денег достижение равновесия на денежном рынке свидетель-
ствует о существовании равновесия и на рынке облигаций.  

Подробнее см.: 1, 2, 4, 6, 8. 
ТЕМА 17 

МОДЕЛИ СОВМЕСТНОГО РАВНОВЕСИЯ НА РЫНКАХ БЛАГ,  
ДЕНЕГ И ЦЕННЫХ БУМАГ 

Основной вопрос темы 
Условия совместного равновесия на рынке благ, денег и ценных бумаг. 

В темах 15 и 16 были определены множества парных значений уровня 
национального дохода y и ставки процента i, соответствующие равновесию 
на рынке благ (линия IS) и на рынке денег (линия LM). В теме 16 также  
отмечалось, что при достижении равновесия на рынке денег одновременно  
устанавливается равновесие и на рынке ценных бумаг. Поэтому для опре-
деления условий достижения совместного равновесия на рынке благ, денег  
и ценных бумаг нужно совместить линии IS и LM. Поскольку одна из ли-
ний – возрастающая функция от агрегированной учетной ставки процента,  
а другая – убывающая, имеется лишь одно сочетание значений величины  
национального дохода и ставки процента (y0, i0), при котором достигается  
равновесие одновременно на трех рассматриваемых рынках. Для алгебраи-
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ческого определения равновесных значений (y0, i0) решается система из 
двух уравнений с двумя неизвестными – уравнений линии IS и линии LM.  

На основе анализа взаимодействия рынка благ с рынком денег можно  
проследить, как изменение уровня цен влияет на величину совокупного  
спроса на благо, и построить функцию совокупного спроса yD(P), характе-
ризующую зависимость совокупного спроса на рынке благ от уровня цен.  
Чтобы получить алгебраический вид функции совокупного спроса, нужно  
также совместно решить уравнения линий IS и LM. Однако в отличие от  
предыдущей ситуации (определения равновесных значений (y0, i0), уравнение 
кривой LM необходимо записать в форме зависимости величины уровня 

цен от процентной ставки: ),( iyl
P
M

= .  

Подробнее см.: 1, 2, 4, 6, 8. 

МОДЕЛИ РАВНОВЕСИЯ НА РЫНКЕ ТРУДА ТЕМА 18 
Основные вопросы темы 
1. Связь между производственной функцией и функцией спроса на труд  
в неоклассической и кейнсианской моделях. 

2. Функции предложения труда в неоклассической и кейнсианской моделях. 
3. Эффект занятости и эффект производства и их воздействие на функцию  
совокупного предложения. 

1. На рынке труда в результате взаимодействия спроса на труд с его  
предложения определяется уровень занятости, а следовательно, и объем 
предложения благ в коротком периоде (при неизменной производственной  
функции), поскольку при заданном объеме капитала и существующей тех-
нологии объем производства благ становится функцией одной переменной –  
количества труда N : y = y(N). 

Неоклассическая функция спроса на труд основывается на предполо-
жении, что как на рынке благ, так и на рынке факторов производства дей-
ствует совершенная конкуренция. Тогда объем спроса на труд определяется 
из условия максимизации прибыли.  

Приведем пример нахождения аналитического вида функции спроса 
на труд, если технология отображается производственной функцией Кобба-
Дугласа: y = NαK1–α. Запишем выражение для прибыли:  

WNiKKPNy −−= −
0

1
0)( ααπ , где K0 – фиксированный объем капитала, 

P
Ww =  – 

ставка реальной заработной платы. Прибыль достигает максимума, когда 
предельный продукт труда равен ставке реальной заработной платы, т.е. 
при wKNwyAw

P
W

dN
Ndy

dN
Nd

N =⇒=⇒==⇒= −− αααπ 1
0

1)(0)( . 
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Решив данное уравнение, получим выражение для неоклассической 

функции спроса на труд: )1(
1

0 )()( αα −=
w

KwN D . 

В кейнсианской концепции номинальная цена труда задана экзогенно: 
W0 = const. Объем выпуска, а следовательно, и функция занятости зависят  
от величины эффективного спроса – y0. Поэтому функция спроса на труд 
выводится непосредственно из выражения для производственной функции.  
В случае, если применяющаяся технология производства характеризуется  
производственной функцией Кобба-Дугласа , функция спроса 

на труд имеет вид: 

αα −= 1
0KNy

α
α

1

1
0

)()(
−

==
K

yyNN DD . Понятно, что в кейнсианской 

концепции спрос на труд определяется только величиной эффективного 
спроса на благо. Если в неоклассической концепции важную роль играет 
величина предельного продукта труда, то в кейнсианской концепции ее 
роль играет величина предельной производительности труда. Значение  
предельной производительности труда при его фиксированном объеме –  
это максимальная ставка реальной заработной платы, которую согласны  
заплатить предприниматели.  

2. Рассмотрим, каким образом можно вывести аналитический вид 
функции предложения труда в рамках неоклассической модели. Пусть 
функция полезности субъекта задается формулой: yFU =  при F = T – N  
и y = wN + П, где T, F, N – соответственно календарное, свободное и рабочее  
время; w – реальная ставка заработной платы; П – реальный доход от иму-
щества. Тогда экономический субъект будет предлагать такое количество  
труда, которое обеспечит максимум его функции полезности U=U(y, F)  
при ограничениях: y = w(T – F) + П. Составим соответствующую этой  
задаче функцию Лагранжа: ))((),,( yПFTwyFFyL −+−+= λλ  и запишем 
систему необходимых условий ее максимума по соответствующим  

переменным:

⎪
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. Решив полученную систему уравнений 

стандартными методами, получим выражение для неоклассической функции 
предложения труда: 

w
ПTwN S
22

)( −= . Столько времени домашнее хозяйство 

посвятит труду: при сложившейся оплате труда и заданной доходности 
имущества функция предложения труда определяется однозначно. При  
более детальном рассмотрении можно показать, что в неоклассической 
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концепции предложение труда находится в прямой зависимости не только  
от ставки реальной заработной платы w, но и от ставки процента i:  

. ),( iwNN SS

++
=

3. В кейнсианской концепции предложение зависит от номинальной  
ставки зарплаты. Причем до достижения полной занятости предложение  
труда совершенно эластично по отношению к денежной ставке зарплаты, 
так как безработные предлагают труд по установившейся цене. Это поло-
жение обосновывается боязнью людей потерять работу при наличии  
безработицы и долгосрочным характером договоров об оплате труда.  

Функция совокупного предложения в кейнсианской концепции выра-
жает связь между уровнем цен и объемом предложения благ: yS = yS(P).  
Алгебраический вид функции совокупного предложения выводится посред-
ством подстановки значения равновесного уровня занятости, найденного 
приравниванием функции цены спроса WD(N,P) на труд к функции цены 
предложения труда WS(N,P). Общее воздействие изменения уровня цен  
на предложение благ складывается из двух последовательных эффектов: 
эффекта занятости и эффекта производства. Рассмотрим каждый из этих  
эффектов более подробно.  

Эффект занятости. Отметим, что когда на рынке труда существует  
равновесие, цена спроса на труд равна цене его предложения: WD = WS. 
Как было установлено выше, yMP

dN
dyPW N

D ×=×= . Цена предложения  

труда также является функцией переменных N и P, поэтому условие рав-
новесия на рынке труда принимает вид: P ×MNy = WS(N,P). Из условия  
равенства как левой, так и правой частей, являющихся функциями одних  
и тех же переменных, следует условие равенства их дифференциалов:  

.)(
)),(()(),(

dPWMdNWM
dN

yMd
PdPyM
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Отсюда dP
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−
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.  

Полученное выражение характеризует эффект занятости при изме-
нении уровня цен: оно показывает, насколько изменится занятость  
(dN = N(t1) – N(t0)) после восстановления равновесия на рынке труда при  
изменении уровня цен (dP = P(t1) – P(t0)).  

Эффект производства. Размер увеличения производства вследствие  
приращения занятости зависит от технологии, представленной производ-
ственной функцией y = y(N), значит, dNyMdyyM

dN
dy

NN ×=⇒= . Если в по-
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лученное выражение подставить формулу для dN, полученную при рас-
смотрении эффекта занятости, то окончательно получим выражение 

dP
WMyMMP

yMWM
yMdy S

NNN

N
S

P
N

−×

−
×=

)(
, показывающее, насколько изменится 

объем производства и предложения благ при изменении уровня цен,  
т.е. характеристику эффекта производства. 

Подробнее см.: 1, 2, 4, 6, 8. 

СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ СОВРЕМЕННЫХ МОДЕЛЕЙ  
ОБЩЕГО ЭКОНОМИЧЕСКОГО РАВНОВЕСИЯ 

ТЕМА 19 

Основные вопросы темы 
1. Математическая модель общего экономического равновесия в неоклас-
сической концепции.  

2. Математическая модель общего экономического равновесия в кейнсиан-
ской концепции.  

3. Сравнительная характеристика неоклассической и кейнсианской моделей 
общего экономического равновесия.  

1. Рассмотренные в предыдущих темах явления и процессы, происхо-
дящие на отдельных макроэкономических рынках, находятся в тесной зави-
симости друг от друга, образуя единую взаимосвязанную систему народного 
хозяйства.  

Поскольку в экономической теории существуют различные подходы  
к описанию и объяснению поведения экономических субъектов, то имеются 
и различные модели функционирования народного хозяйства в целом. В на-
стоящем курсе мы рассмотрим две современные модели общего экономи-
ческого равновесия: неоклассическую и кейнсианскую.  

В рамках неоклассической теории рассмотрим упрощенную модель 
национальной экономики без государства и заграницы. В соответствии  
с неоклассической теорией деньги, в противоположность товарам, не яв-
ляются богатством. Они выполняют лишь роль посредника при обмене то-
варов и служат масштабом измерения ценности всех благ. Поэтому в неоклас-
сической теории имеются лишь три рынка: труда; капитала (ценных  
бумаг) и благ, объединенные в так называемый реальный сектор; и незави-
симый от него рыночный сектор. На этих рынках встречаются два макро-
экономических субъекта: домашние хозяйства и предприниматели.  

Поведение экономических субъектов и уровень технологического раз-
вития в неоклассической модели описывается следующими основными  
функциями: производственной y = y(N); сбережений S = S(i), инвестиций  
I = I(i); спроса на труд ND = ND(w) и предложения труда NS = NS(w,i). Условия  
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общего экономического равновесия в реальном секторе представляет система 
трех уравнений, из которой определяются равновесные значения занято-
сти, ставки реальной зарплаты, ставки процента и национального дохода:  

••••⇒
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Уровень цен прямо пропорционален массе обращающихся денег и оп-
ределяется из количественной теории денег: M

y
VP ×=

•
• .  

2. Если центральным элементом неоклассической модели является 
рынок труда, то в кейнсианской модели ведущая роль принадлежит эффек-
тивному спросу, формирующемуся на рынках благ и денег, т.е. в рамках IS –  
LM модели.  

Чтобы построить кейнсианскую модель общего экономического рав-
новесия, объединим все рассмотренные ранее кейнсианские предпосылки 
и условия равновесия на отдельных рынках. 

Поведение экономических субъектов и технологический уровень про-
изводства в кейнсианской модели описываются следующими исходными 
функциями: производственной – y = y(N); сбережений – S = Syy; налоговых 
отчислений – T = Tyy; импорта – Z = Zyy; инвестиций – I = Ii(R

●
 – i);спроса 

на деньги – L = LyPy + PLi(imax – i); цены спроса на труд – WD = P MNy  
и следующими экзогенными параметрами: цена предложения труда – WS; 
номинальное предложение денег – М; государственные расходы – G;  
объем экспорта – Е. 

×

Предполагается, что при заданной ставке минимальной зарплаты предло-
жение труда совершенно эластично из-за наличия конъюнктурной безработицы. 

Равновесные значения пяти параметров – y, P, N, w, i определяются  
в результате решения системы пяти независимых уравнений: 
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Обе рассмотренные альтернативные модели функционирования эконо-
мики иллюстрируют способность рыночного механизма обеспечить сба-
лансированность одновременно на всех макроэкономических рынках,  
т.е. привести экономику в состояние рыночного равновесия.  
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3. Рассмотрим основные различия между предпосылками, лежащими 
в основе рассмотренных моделей (см. табл. 4): 

Т а б л и ц а  4  
Сравнительная характеристика неоклассической и кейнсианской  

моделей общего экономического равновесия 

Элементы моделей Неоклассическая Кейнсианская 

1 2 3 

Цены Цены обладают совершенной 
гибкостью, автоматически вы-
равнивая спрос и предложение 
при возникновении на любом 
из рынков избытка или дефи-
цита 

Цены на блага и факторы про-
изводства не меняются, при-
спосабливая систему к новому 
равновесию посредством дей-
ствия механизма мультиплика-
тора на объемные показатели 

Мотивы поведения  
экономических  
субъектов 

Объем потребления домашних 
хозяйств зависит от ставки 
процента (люди используют 
деньги только для осуществле-
ния сделок) 

Объем потребления домашних 
хозяйств зависит от величины 
располагаемого дохода (деньги 
рассматриваются как один  
из видов имущества) 

 Спрос предпринимателей зави-
сит от ставки процента 

Спрос предпринимателей зави-
сит от предельной эффектив-
ности капитала 

Сущность и роль  
отдельных  
экономических  
феноменов 

Сбережения и инвестиции 
практически совпадают, так 
как осуществляются одними  
и теми же субъектами – пред-
принимателями 

Сбережения делают домашние 
хозяйства, а инвестиции – 
предприниматели 

1 2 3 

 Ставка процента представляет 
предельную производитель-
ность капитала и уравновеши-
вает объемы сбережений  
и инвестиций 

Ставка процента – цена денег, 
которая обеспечивает опти-
мальную структуру портфеля 
ценных бумаг экономических 
субъектов 

 Деньги не являются богатством, 
их полезность определяется  
полезностью тех благ, которые  
на них можно купить. Деньги  
являются посредником в обмене 
товарами и благами на рынке 

Поскольку считается, что объ-
ем спроса определяет объем 
предложения – спрос на деньги 
как имущество играет само-
стоятельную роль 

Сфера применимости  
моделей 

Модель хорошо приспособлена 
для изучения макроэкономики 
в условиях совершенной  
конкуренции 

Модель лучше учитывает несо-
вершенства рыночного меха-
низма (власть монополий, ад-
министративное установление 
цен, неточность информации  
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о значениях ключевых эконо-
мических параметров 

 Модель лучше приспособлена 
для анализа эволюционных 
(длительных) изменений  
экономики 

Модель хорошо работает при 
анализе причин отклонения от 
состояния равновесия и спосо-
бов воздействия на ситуацию  
в коротком периоде 

Подробнее см.: 1, 2, 4, 6, 8. 

РАЗДЕЛ 5. МОДЕЛИ ЭКОНОМИЧЕСКОЙ ДИНАМИКИ  

УПРОЩЕННЫЕ МОДЕЛИ РАВНОВЕСНОГО РОСТА ЭКОНОМИКИ ТЕМА 20 
Основные вопросы темы 
1. Общая постановка математической модели равновесного роста Солоу.  
2. Условие равновесного роста в модели Солоу.  
3. Механизм обеспечения необходимого для равновесного роста изменения 
капиталовооруженности труда в модели Солоу. 

1. В качестве примера модели равновесного роста экономики рас-
смотрим неоклассическую модель такого роста (модель Солоу), в которой 
используется производственная функция Кобба-Дугласа с единичной эла-
стичностью производства: .  (19) αα −== 1),( ttttt NKNKyy

В этой модели предполагается полная взаимозаменяемость факторов 
труда (число занятых) N и капитала К, не используется функция совокуп-
ного спроса и предполагается, что спрос изменяется в том же размере, что 
и предложение.  

Параметром, обеспечивающим равновесный рост в модели Солоу,  
является капиталовооруженность труда, поэтому будем в дальнейшем  
представлять производственную функцию в виде: 

α
αα

)(
1

t

t

t

tt

t

t
N
K

N
NK

N
y

==
−

. (20) 

Для удобства дальнейшего изложения введем новые обозначения: 

tt
t qN

y =  – средняя производительность труда; tt
t

N
K ψ=  – капиталовоору-

женность труда и запишем в этих обозначениях рассматриваемую произ-
водственную функцию qt =ψt. Таким образом, в модели Солоу средняя 
производительность труда является функцией его капиталовооруженности. 
Если нарисовать график этой функции, учитывая, что 0 < α < 1, то можно 
сделать вывод о том, что по мере роста капиталовооруженности труда его 
производительность увеличивается, но с убывающей скоростью, так как 
снижается предельная производительность капитала.  
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Важным параметром в моделях экономического роста является средняя 
производительность капитала σ, которая в представленных обозначениях 
будет иметь вид:  

ψ
σ q

N
K

N
y

K
y

=== . (21) 

Функция предложения труда в модели Солоу имеет вид:  
ntSS

t eNN 0≈ ,  (22) 
где n – годовой темп прироста населения и предложения труда.  

Тогда годовой объем производства и предложения благ представляется 
функцией yt = y(Kt,N0ent), а объем используемого в каждом периоде  
капитала можно представить в виде произведения капиталовооруженности 
труда на число занятых: Kt = ψ tN0ent.  

От периода к периоду может меняться не только число занятых, но  
и их капиталовооруженность. Размер необходимого при этом дополни-
тельного капитала определяется из равенства: 

nt
t

ntt
nt

t
nttt eNneN

dt
d

dt
dee

dt
d

N
dt

dK
000 )( ψ

ψ
ψ

ψ
+=×+×= . (23) 

Приращение капитала обеспечивается нетто-инвестициями:  

t
t I

dt
dK

= , (24) 

которые в условиях равновесного роста должны равняться объему  
сбережений:  

It = Syyt . (25) 
2. Из равенств (23)–(25) следует, что для поддержания равновесного  

роста требуется выполнение равенства:  
),( 000

nt
ty

nt
t

ntt eNKySeNneN
dt

d
=+ ψψ . (26) 

Так как производственная функция Кобба-Дугласа имеет постоянную  
отдачу от масштаба , то y(Kt,N0ent) =  
= N0enty(ψ,1) и выражение(26) упрощается:  

αα −== 1),(),( tttttt NKmNmKyNKy

)1,( tyt
t ySn

dt
d ψψψ

=+ . 

Примем также во внимание, что по экономическому смыслу tqy =)1,(ψ ; 
тогда выражение (26) можно представить в виде: 

tty
t nqS

dt
d

ψ
ψ

−= . (27) 
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3. Выражение (27) показывает, как во времени должна изменяться  
капиталовооруженность труда, чтобы равновесный рост, обеспечивающий  
полное использование производственных мощностей, сопровождался полной 
занятостью ( ).  D

t
S
ttt NNIS == и

Поскольку qt есть доход на одного занятого, то Stqt представляет объем 
осуществляемых им в период t сбережений. Для равновесного роста нужно, 
чтобы все сбережения были инвестированы. 

Спрос на инвестиции в период t определяется потребностью в дополни-
тельном капитале для оснащения им вновь нанятых в этом периоде рабочих. 
Произведение nψt показывает, сколько в среднем требуется дополнитель-
ного капитала на одного работающего, чтобы капиталовооруженность 
вновь нанятых в период t рабочих равнялась ψt.  

Следовательно, при 0=⇒=
dt

dnqS t
tty

ψψ  будет происходить равновес-

ный рост экономики с постоянной капиталовооруженностью и постоянной 
производительностью труда. Когда Syqt > nψt, объем сбережений превы-
шает объем инвестиций (дополнительного капитала), необходимый для  
оснащения используемого труда на уровне ψt. В данном случае для обеспече-
ния равенства St = It нужно перейти к более капиталоемкой технологии, 
т.е. повысить ψt. Соответственно, при Syqt < nψt для сохранения равновесия  
и обеспечения полной занятости приходится снижать капиталовооружен-
ность труда.  

Как обеспечивается необходимое для равновесного роста изменение 
капиталовооруженности труда? Если при сложившейся структуре цен мак-
симум прибыли достигается при капиталовооруженности труда, большей, 
чем требуется для равновесного состояния, то возникает нехватка капитала 
для полного оснащения возросшего количества труда. Труд оказывается 
относительно избыточным, и его цена снижается. Это приводит к замене 
капитала трудом и к последующему снижению капиталовооруженности 
труда. Если при данной структуре цен и уровне развития технологии опти-
мальной окажется технология с пониженной капиталовооруженностью,  
то избыточным станет капитал, снизится его цена, что приведет к росту  
капиталовооруженности труда.  

Таким образом, в неоклассической модели экономического роста взаимо-
заменяемость труда и капитала обеспечивает устойчивый равновесный рост 
экономики.  

Подробнее см.: 1, 2, 4, 6. 

ТЕМА 21 МОДЕЛИ ЭКОНОМИЧЕСКИХ ЦИКЛОВ 
Основные вопросы темы 
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1. Определение конъюнктурного (экономического) цикла. 
2. Проциклические, контрциклические и ациклические показатели как харак-
теристики экономических циклов. 

3. Основные предпосылки модели экономических циклов Самуэльсона-
Хикса. 

4. Математические свойства модели экономических циклов Самуэльсона-
Хикса.  

5. Алгоритм нахождения допустимых значений параметра, определяющего 
тип экономического цикла в модели Самуэльсона-Хикса.  

6. Экономический смысл супермультипликатора Хикса. 
1. Модели экономических циклов используются в макроэкономическом 

анализе для исследования причин и условий, вызывающих колебательные 
изменения экономической активности общества. Направление и степень 
изменения совокупности показателей, характеризующих развитие народ-
ного хозяйства, называется экономической конъюнктурой, поэтому теорию 
экономических циклов называют также теорией конъюнктуры.  

Промежуток времени между двумя одинаковыми состояниями эконо-
мической конъюнктуры называется экономическим циклом. В структуре 
цикла выделяют высшую (пик) и низшую точки активности, а также  
лежащие между ними фазы спада (рецессии) и подъема (экспансии). Для  
характеристики экономической конъюнктуры посредством отдельных пока-
зателей чаще всего используют динамику ВНП, уровень загрузки произ-
водственных мощностей либо другие агрегативные показатели.  

2. В зависимости от того, как изменяются значения экономических 
параметров в ходе конъюнктурного цикла, они делятся на проциклические: 
совокупный выпуск, загрузка производственных мощностей, агрегаты  
денежной массы, скорость обращения денег, краткосрочные ставки про-
цента, общий уровень цен, прибыли корпораций (их значения в фазе подъема 
увеличиваются, а в фазе спада уменьшаются); контрциклические: уровень  
безработицы, число банкротств, размеры производственных запасов готовой 
продукции (их значения в фазе подъема уменьшаются, а в фазе спада  
увеличиваются) и ациклические, динамика которых не обнаруживает связи 
с фазами экономического цикла (например, объем экспорта).  

3. Современная теория экономических циклов охватывает большую  
и сложную отрасль экономических знаний. Мы ограничимся рассмотрением 
только одной модели: Самуэльсона-Хикса.  

Как было установлено при рассмотрении темы 15 «Модели макроэко-
номического равновесия на рынке благ», при наличии резервных произ-
водственных мощностей рост автономного спроса на определенную вели-
чину увеличит национальный доход на величину многократно большую  
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вследствие эффекта мультипликатора. Когда величина эффективного спроса  
превысит имеющиеся производственные мощности, предприниматели  
начнут осуществлять индуцированные инвестиции, объем которых опре-
деляется величиной приростной капиталоемкости продукции (величиной  
акселератора), коэффициента 

y
K

Δ
Δ

=κ , показывающего, сколько единиц  

дополнительного капитала требуется для производства дополнительной  
единицы продукции. Индуцированные инвестиции, становясь составляю-
щей совокупного спроса, порождают новый мультипликационный эффект, 
который снова увеличивает эффективный спрос и побуждает тем самым  
к новым индуцированным инвестициям. 

Вернется экономическая система к новому равновесному состоянию  
или нет, будет ли разворачивающийся процесс монотонным или колеба-
тельным – на эти вопросы дает ответ модель Самуэльсона-Хикса, которая  
часто называется моделью мультипликатора-акселератора. 

Модель включает в себя только рынок благ на том основании, что 
уровень цен, относительные цены благ и ставка процента предполагаются  
неизменными. В соответствии с кейнсианской концепцией предполагается,  
что объем предложения совершенно эластичен. Так как модель динамиче-
ская, вcе переменные являются функциями времени.  

Основное предположение модели состоит в том, что объем потребления  
домашних хозяйств в периоде t определяется величиной их дохода в пред-
шествующем периоде t–1: 

Ct = Cα + Cyyt–1, 
где Cα – автономное потребление.  

Предприниматели осуществляют индуцированные инвестиции после  
того, как убедились, что приращение совокупного спроса устойчиво. Поэтому, 
принимая решение об объеме индуцированных инвестиций, они ориенти-
руются на приращение совокупного спроса (национального дохода) не в те-
кущем, а в предшествующем периоде:  

)( 21 −− −= tt
ин
t yyI κ . 
При принятых предположениях экономика будет находиться в со-

стоянии равновесия, если  
tttytttty

ин
ttt AyyCAyyyCICy +−+=+−+=+= −−−−− 21211 )()( κκκ , (28) 

где At – экзогенная величина автономного спроса. 
Приведенное уравнение (28) является неоднородным конечно-разностным 

уравнением второго порядка, характеризующим динамику национального 
дохода во времени.  
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При фиксированной величине автономных расходов (At = A = const)  
в экономике достигается долгосрочное равновесие, если объем националь-
ного дохода стабилизируется на одном фиксированном уровне  

L==== −− 21 ttt yyyy  . 
Если в приведенное выше уравнение равновесного состояния эконо-

мики подставить данное условие, то  

y
yy C

AyAyCAyyCy
−

=⇒+=+−+=
1

)( κκ . (29) 

Рассмотрим основные свойства уравнения (28), для чего обозначим 
yyz tt −=  и вычтем из уравнения (28) уравнение (29). Получим следующее 

уравнение: zt = (Cy + k)zt–1 – kzt–2. Так как yt = A + zt, т.е. отличается  
на постоянную величину yA = , то направление изменения zt совпадает  
с направлением изменения yt.  

4. Как следует из теории дифференциально-разностных уравнений, 
характер изменения zt зависит от значения дискриминанта характеристи-
ческого уравнения (Cy + k)2 – 4k. Поскольку дискриминант является функ-
цией двух переменных – мультипликатора 

)1(
1

yC−
 и акселератора k, значение 

этого дискриминанта зависит от соотношения между этими переменными.  
Все возможные и экономически допустимые сочетания значений Cy и k  
удобно представить на плоскости (k, Cy) в виде некоторых областей, если  
на этой плоскости нарисовать график функции  

kkCkkC yy 2)(04)( 2 +−=⇒=−+ κ . (30) 

Из графика 1 видно, что функция Cy(k) имеет единственный максимум, 
равный 1, который достигается при k=1.  
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График 1. Распределение значений Cy и k в зависимости от их влияния  

на характер динамики национального дохода 

В результате все множество сочетаний Cy и k разделяется на пять  
областей, как это показано на графике 1. Сочетания, принадлежащие об-
ласти I, обеспечивают монотонное изменение величины национального 
дохода и приближение его к новому равновесному уровню; сочетания, 
принадлежащие области II, определяют колебательные изменения нацио-
нального дохода с постепенным уменьшением амплитуды этих колебаний 
и приближением величины национального дохода к новому равновесному 
уровню; сочетания, принадлежащие области III, соответствуют колеба-
тельному изменению состояния экономики с увеличением амплитуды этих 
колебаний (нестабильное равновесие); сочетания, принадлежащие области 
IY, соответствуют ситуации, в которой после нарушения равновесия вели-
чина национального дохода монотонно и неограниченно возрастает; наконец, 
если акселератор k равен единице, то при любом экономически осмыслен-
ном значении предельной склонности к потреблению в случае нарушения  
равновесия возникают равномерные незатухающие колебания величины 
национального дохода вокруг старого равновесного состояния.  

5. Можно предложить следующий алгоритм нахождения по заданному  
значению Cy допустимых значений параметра k, которые заведомо будут  
удовлетворять условиям, обеспечивающим тот или иной режим развития  
экономической системы. Для этого вначале решим уравнение (Cy + k)2 – 4k = 0  
относительно k. Для этого раскроем скобки и перегруппируем члены урав-
нения (Cy + k)2 – 4k = 0 к следующему виду: k2 + (2Cy – 4)k + Сy

2 = 0. Заметим, 
что решения представленного уравнения будут различными при k < 1  
и при k > 1. Легко видеть, что поскольку общая формула решения имеет  
вид: yyyy CCCC −±−=⇒=+−+ 12)2(0)42( 2,1

22 κκκ , то при k < 1 допустимое 
решение записывается в виде: yy CC −−−= 12)2(1κ , а при k > 1– в виде: 

yy CC −+−= 12)2(2κ .  
Теперь алгоритм нахождения допустимых значений параметра k будет 

выглядеть весьма просто: при заданном значении Cy области I будут соот-
ветствовать значения k, определяемые неравенством yy CC −−−< 12)2(κ , 
области II – значения k, определяемые неравенством 112)2( <<−−− κyy CC , 
области III – значения k, определяемые неравенством yy CC −+−<< 12)2(1 κ , 
а области IY – значения k, определяемые неравенством yy CC −−−> 12)2(κ .  
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6. Если автономный рост увеличивается с постоянным годовым  
темпом прироста x, то уравнение Самуэльсона-Хикса (28) принимает вид  
yt = (Cy + k)yt–1 – kyt–2 + A0(1 + x)t. В этом случае вследствие мультиплика-
ционного эффекта значение равновесного национального дохода ежегодно  
будет возрастать в (1 + x) раз. Поэтому при достижении равновесного роста 
величина национального дохода будет определяться по формуле:  

t

y
t

t
ttyt xA

xx
C

yxAyyCy )1(

)1(1
1

1)1()( 0

2

0 +×

+
+

+
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=⇒++−+=
κκ

κκ . (31) 

Сомножитель 
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κκ
 называется супермультипликатором 

Хикса. Он показывает, насколько возрастет национальный доход в году t  
при увеличении автономных инвестиций того же года на единицу сверх  
их экзогенного роста в темпе (1 + x). 

Подробнее см.: 1, 2, 4, 6. 

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ПРИЛОЖЕНИЕ 

ТЕМА 22 ПРИНЦИП РАЦИОНАЛЬНОСТИ В ЭКОНОМИКЕ  
И ЕГО МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ВЫРАЖЕНИЕ 

Основные вопросы темы 
1. Принцип рациональности в экономике и его математическое выражение. 
2. Геометрический смысл задачи нелинейного программирования.  

1. В экономических исследованиях важнейшую роль играет умение 
решать задачи, связанные с нахождением оптимальных (максимальных  
и минимальных) значений функций нескольких переменных при ограни-
чениях на возможные значения этих переменных. Требование экстремаль-
ности обычно вытекает из практического смысла задачи и связано с необ-
ходимостью нахождения решения, в наилучшей степени удовлетворяюще-
го общественные или личные потребности. Степень удовлетворения таких  
потребностей зависит от экономической ситуации (переменных задачи)  
и выражается количественно с помощью некоторой функции (целевой  
функции). Ограничения в формулировке экономической задачи обычно  
появляются ввиду того, что в реальных условиях ресурсы (сырье, деньги,  
рабочее время людей, участвующих в экономической деятельности), как 
правило, ограничены. В курсе предыдущего семестра «Математические  
методы экономических исследований» рассматривались задачи линейного 
программирования, в которых предполагалось, что целевая функция пред-
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ставлена в виде линейной функции экономических переменных, а ограни-
чения на ресурсы также выражаются в виде линейных функций этих пере-
менных. В более общей ситуации как целевая функция, так и ограничения  
на ресурсы могут быть нелинейными функциями от переменных экономи-
ческой модели – в этом случае мы имеем дело с задачами нелинейного 
программирования. 

Постановка общей задачи нелинейного программирования состоит в 
следующем:  

1) определить максимум (минимум) значения функции f(x1, …, xn)  
(целевой функции) при условии, что  

2) переменные (x1, …, xn) удовлетворяют некоторой системе соотно-

шений (системе ограничений) в виде неравенств , где  

f и gk – известные функции, а bk – заданные числа.  
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Понятно, что поскольку каждое из ограничений задачи определяет  
некоторое подмножество точек в n-мерном пространстве переменных  
экономической модели, совокупность этих ограничений также задает мно-
жество точек в n-мерном пространстве, которое является теоретико-
множественным пересечением подмножеств, соответствующих отдельным  
ограничениям, и называется допустимым множеством в соответствующей  
задаче оптимизации.  

2.  Допустимое множество может содержать некоторые точки (сочетания 
рассматриваемых экономических переменных) либо не содержать ни одной  
такой точки. Последний случай соответствует пустому допустимому мно-
жеству и означает, что решения задачи не существует вследствие несовме-
стности ограничений на допустимые значения переменных задачи. В том  
случае, когда допустимое множество не пусто, полезно рассматривать геомет-
рическую интерпретацию механизма формирования оптимального решения. 
Рассмотрим такую интерпретацию в виде графика 2. 
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График 2. Механизм формирования решения на примере задачи оптимизации  
с двумя переменными 

На графике 2 приведена иллюстрация на примере с двумя экономиче-
скими переменными. Здесь представлены: 

• допустимое множество D (затемненная область); 
• четыре различные линии уровня функции f(x1, x2) (к ним ведут 
стрелки от соответствующих формул);  

• касательная, проведенная одновременно к множеству D и к одной 
из линий уровня (жирная линия, проведенная к линии уровня, зада-
ваемой уравнением f(x1, x2)=C3) с точкой касания X*, не представ-
ленной на рисунке по техническим причинам; 

• вектор градиента функции f(x1, x2), проведенный в точке касания 
(наиболее жирная стрелка). 

Решением задачи является вектор X*=(x1*, x2*), удовлетворяющий усло-
виям (2) и такой, что для любого другого X=(x1, x2), удовлетворяющего этим 
же условиям, выполняется соотношение: либо f(x1*, x2*) ≥ f(x1, x2) – для  
задачи максимизации, либо f(x1*, x2*) ≤ f(x1, x2) – для задачи минимизации.  

Соотношения, определяющие множество D, называются системой огра-
ничений. Условия неотрицательности переменных, которые являются есте-
ственными в экономических задачах, могут быть заданы непосредственно.  

Если область допустимых решений определена, то нахождение решения 
оптимизационной задачи сводится к определению такой точки множества D, 
через которую проходит линия уровня с наибольшим (для задачи максими-
зации), либо с наименьшим (для задачи минимизации) значением оптими-
зируемой функции уровня. На граф. 1 точка, в которой достигается оптимум 
функции f(x1*, x2*), находится на границе множества D, однако в общем 
случае точка оптимума может находиться и внутри допустимого множества.  
Точка оптимума будет всегда располагаться на границе допустимого мно-
жества только в том важном частном случае, когда и оптимизируемая  
функция, и функции, задающие допустимое множество D, являются выпук-
лыми. В этом случае всегда градиент функции f(x1*, x2*), проведенный  
в точке X*, будет перпендикулярен касательной, проведенной к допустимому 
множеству D в этой точке. Заметим, что большинство численных процедур  
решения задачи нелинейного программирования используют методы, в ос-
нове которых предусматривается расчет градиента как для целевой функции, 
так и для функций, определяющих допустимое множество.  

Заметим, что в большинстве случаев для задач нелинейного програм-
мирования мы не можем получить решение в виде формулы, зависящей от 
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вида целевой функции и функций, определяющих допустимое множество  
D (аналитическое решение). Из этого тезиса имеется только одно исключе-
ние – задачи нелинейного программирования с ограничением типа равенства, 
краткое описание которых приведено в следующем подразделе. 

Подробнее см.: 6, 8. 

ОПТИМИЗАЦИОННЫЕ ЗАДАЧИ С ОГРАНИЧЕНИЯМИ.  
МЕТОД ЛАГРАНЖА ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ НА УСЛОВНЫЙ  
ЭКСТРЕМУМ 

ТЕМА 23 

Основные вопросы темы 
1. Математическая формулировка задачи нелинейного программирования. 
2. Метод множителей Лагранжа для решения задач нелинейного програм-
мирования. 

3. Последовательные этапы применения метода множителей Лагранжа для 
решения задач нелинейного программирования. 

1. Математическая формулировка задачи: 
1) определить максимум (минимум) значения функции f(x1, …, xn) 

(целевой функции) при условии, что  
2) переменные (x1, …, xn) удовлетворяют некоторой системе соотно-

шений (системе ограничений) , где f и gk – известные 

функции, а bk – заданные числа.  
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2. Данная задача отличается от представленной в предыдущем под-
разделе тем, что допустимое множество в ней задается с помощью ограни-
чений типа равенства. Задача решается следующим образом. Вводится набор 
переменных ),1( mii =λ  – множителей Лагранжа и составляется вспомога-
тельная функция (функция Лагранжа):  
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Следующий шаг – рассмотрение системы n+m уравнений: 
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Любое решение этой системы определяет точку , в ко-
торой может иметь место экстремум функции f(x1, …, xn). Таким образом, 
разрешив построенную систему, определяют все точки, в которых функция 
f может иметь экстремум. Далее исследование идет как в случае безуслов-
ного экстремума (см. учебное пособие «Математика для экономистов. 
Часть 2. (Программа курса и практические задания)», тема 3, с. 24). 

),,( 00
1

0
nxxX K=

3. Итак, этапы решения задачи нелинейного программирования методом 
множителей Лагранжа заключаются в следующем: 

1) Составляется функция Лагранжа. 
2) Находятся частные производные функции Лагранжа по xj и λi  

и приравниваются к нулю. 
3) Относительно xj и λi находятся точки, в которых целевая функция  

задачи f(x1, …, xn) может иметь экстремум. 
4) Среди точек, подозрительных на экстремум функции f(x1, …, xn),  

находятся точки, в которых действительно достигается экстремум. 
Подробнее см.: 6, 8. 

МАТЕМАТИЧЕСКИЕ СООТНОШЕНИЯ МЕЖДУ СУММАРНЫМИ, 
СРЕДНИМИ И ПРЕДЕЛЬНЫМИ ВЕЛИЧИНАМИ. СВОЙСТВА  
ЭЛАСТИЧНОСТИ И ЭЛАСТИЧНОСТЬ ЭЛЕМЕНТАРНЫХ  
ФУНКЦИЙ 

ТЕМА 24 

Основные вопросы темы 
1. Основные математические соотношения между суммарными, средними 
и предельными величинами. 

2. Определение и основные свойства эластичности экономических функций. 
3. Геометрическая интерпретация эластичности экономической функции. 
4. Способы расчета эластичности экономических функций в дискретном 
случае. 

5. Математические свойства эластичности. 
6. Эластичность элементарных функций. 
7. Экономические приложения эластичности. 
8. Перекрестная эластичность спроса (предложения). 
9. Основные направления использования понятия эластичности в экономи-
ческом анализе и моделировании. 

1. Все экономические показатели с известной долей условности можно 
разделить на абсолютные и относительные. Абсолютные показатели выра-
жаются в каких-либо объемных (натуральных) или денежных единицах  
и могут быть либо показателями процесса (потоковыми) – когда рассчиты-
ваются за определенный период времени, либо показателями состояния  
(запаса) – характеристиками экономической системы на определенную дату. 
Относительные показатели представляют собой отношения объемных  
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показателей и выражаются в количестве единиц одного показателя на одну 
единицу другого (либо того же самого, взятого в другую единицу времени). 
К относительным показателям также относят темпы роста, прироста и другие 
соотношения объемных показателей. На разных этапах экономического  
анализа используются различные типы показателей. Например, при решении 
задачи максимизации прибыли фирмы широко используют два типа отно-
сительных показателей: средние и предельные величины затрат, прибыли  
и выручки. Так, если средняя выручка превышает средние издержки, фирма 
получает прибыль и производить продукцию ей выгодно, а если при этом  
еще и предельная выручка превышает предельные издержки, то фирме  
выгодно расширять производство, увеличивая объем прибыли.  

Особая роль средних и предельных величин в экономическом анализе  
заключается и в том, что они тесно связаны с понятием эластичности, кото-
рое подробно рассматривалось в предыдущей главе настоящего учебного  
пособия. 

Суммарная величина (F(x)). Под суммарной величиной мы будем пони-
мать любую экономическую функцию, зависящую от экономической пере-
менной (x – скалярная величина) или от совокупности экономических  
переменных (  – векторная величина) (F(x)).В экономике в роли суммарных  
величин выступают доход (выручка) либо издержки как функция объема 
выпуска; объем выпуска как функция трудовых и материальных ресурсов;  
полезность как функция потребляемого блага и другие экономические 
функции. Любая из перечисленных функций может быть задана в виде  
формулы, графика или таблицы значений в отдельных точках. 

xr

Средняя величина (AF(x)) определяется как отношение суммарной  
величины к независимой переменной 

x
xFxAFF )()( == . Примеры средних 

величин в экономике: среднедушевой объем потребления, средняя выручка  
(доход), средние издержки, средний продукт труда и т.д.  

Маржинальная (предельная величина) (MF(x)) определяется как про-
изводная суммарной величины F(x) по независимой переменной x, в случае, 
когда независимая переменная меняется непрерывно. Если суммарная вели-
чина меняется дискретно, то предельная величина рассчитывается через  
отношение соответствующих приращений. Примеры предельных величин  
в экономике: предельная выручка (доход), предельный продукт труда, пре-
дельная полезность.  

Как известно, понятие производной как предела отношения приращения 
экономической функции к приращению ее аргумента 
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ризует чувствительность зависимой переменной y по отношению к x.  
Однако в экономике этот показатель неудобен тем, что его значение зависит 
от единиц измерения (так, например, чувствительность изменения спроса  
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на пшеницу может измеряться в руб. (кг) или в руб. (т)). Поэтому для изме-
рения чувствительности изменения экономических функций к изменению 
аргумента обычно рассматривается связь не абсолютных, а относительных 
изменений переменных y и x, а их относительных или процентных изменений.  

2. Одним из важнейших направлений применения дифференциального 
исчисления в экономике является введение с его помощью понятия эластич-
ности экономических функций. Понятие эластичности является центральным 
при качественном и количественном исследованиях микро- и макроэконо-
мических процессов. 

Эластичностью функции y = f(x) называется предел отношения отно-
сительных изменений y и x и обозначается символом Ex(y): 
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Так как 
y

dyyd =)ln( , а 
x

dxxd =)ln( , эластичность может быть также выра-

жена в форме «логарифмической производной» 
xd
ydyEx ln

ln)( = .  

Все перечисленные формулы эквивалентны, и в дальнейшем любые  
из них будут использоваться без дополнительных пояснений.  

3. Подобно производной эластичность имеет простую геометрическую 
интерпретацию. Рассмотрим для иллюстрации выпуклую (выпуклую вниз) 
убывающую функцию y = f(x): 

y 
 
B 
 
y 
 
O 
 

Найдем эластичность этой функции в произвольной точке C с коор-
динатами (x,y). Для этого проведем касательную AB к функции y = f(x)  
в точке C (здесь A – точка пересечения касательной с осью x, а B – точка  
пересечения касательной с осью y).  

Из 
αtg

CXAX ACX =Δ . 

С 

A x x 
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Так как производная функции y = f(x) в точке C равна tg(180 – α),  
то tgα = –f '(x).  

Следовательно, 
)(
)(

)(
)(

xf
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xf
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′
−=

′−
=AX . 

Из подобия треугольников CBY и CAX следует, что  
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−===
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Таким образом, 
CA
CB

−=)(yEx , т.е. геометрически эластичность убы-

вающей выпуклой вниз функции равна отношению расстояний по каса-
тельной от точки C с координатами (x,f(x)) до ее пересечения с осями Y  
и X, взятому, соответственно, сj знаком «–».  

4. В дискретном случае, а также при приближенном определении эла-
стичности по дискретному набору данных определение эластичности уже 
не столь однозначно, как в непрерывном случае, поскольку в относительном 

изменении 
x

xx
x
xx 12 −

=
Δ

=δ . 

В зависимости от этого выбора различают: 

конечную (процентную) эластичность: 
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рифмическую эластичность: ⎟⎟
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Все эти отношения мало отличаются друг от друга при небольших отно-
сительных (процентных) изменениях величин y и x. 

Легко показать, что эластичность экономической функции равна част-
ному от деления предельной величины на соответствующую ей среднюю. 
Действительно, если записать формулу для эластичности, то перегруппи-
ровка сомножителей приведет к требуемому соотношению:  

Ay
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y

dx
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y
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dx
dyyEx ==⋅=)( . 

В экономике часто приходится использовать соотношения между 
этими величинами и решать задачи на нахождение по одной из этих величин 
трех других. 
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5. Рассмотрим основные математические свойства эластичности, полез-
ные в экономическом анализе и моделировании: 

• независимость значения эластичности от единиц измерения пере-
менных y и x ( )(
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• эластичность взаимно обратных функций – взаимно обратные вели-
чины (
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• эластичность сложной функции равна произведению эластичностей 
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• эластичность произведения двух функций, зависящих от одного и 
того же аргумента, равна сумме эластичностей  
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• эластичность частного двух функций, зависящих от одного и того 
же аргумента, равна разности эластичностей  
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• эластичность суммы двух функций определяется по формуле  
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6. Рассмотрим ниже, каким образом рассчитать эластичность основных 
элементарных функций: 

1) E(const) = 0;  
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6)  tgxx
x

xxxE ×−=×−=
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Покажем, как рассчитывается эластичность более сложных функций: 
1) E(xex) = E(x) + E(ex) = 1 + x; 

2) E(3x2e-2x) = E(3) +E(x2) + E(e-2x) = 0 + 2 + (–2x)E(–2x) = 2 – 2x; 
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Если определить расчет эластичности функции по ее аналитическому 
выражению как прямую задачу, то в качестве обратной задачи можно рас-
смотреть задачу восстановления вида исходной экономической функции 
по ее аналитическому выражению для ее эластичности. Решение обратной 
задачи подсчета эластичности всегда сведется к дифференциальному урав-
нению с разделяющимися переменными, поскольку, если Ex(y) = f(x), то 
y(x) определяется следующим образом: 

∫=⇒+∫=⇒××=⇒=× dxxxfCexyCdxxxfydxxfx
y

dyxf
y
x

dx
dy )()()(ln)()( . 

7. Понятие «эластичность» является ключевым в экономическом 
анализе. Наиболее информативные показатели эластичности в микроэко-
номическом анализе – это эластичность спроса по цене, эластичность 
предложения по цене и перекрестная эластичность спроса. Так, эластич-
ность спроса по цене – это отношение процентного изменения спроса на 
товар к заданному процентному изменению его цены при прочих равных 
условиях. Знак эластичности обычно определяется из общеэкономических 
предположений, и в реальных ситуациях специально не уточняется, поло-
жительный он или отрицательный. С учетом этого различают эластичный 
спрос, спрос с единичной эластичностью и неэластичный спрос. В первом 
случае величина спроса изменяется на больший процент, чем цена, поэто-
му продавцам для обеспечения максимальной выручки выгодно снижать 
цены, в третьем случае наблюдается обратная ситуация – выручка растет  
с ростом цены. Рассмотрим эту ситуацию на условном числовом примере. 

Пример. Пусть функция спроса на товар приближенно описывается 
формулой: Q = 75 – 2P (спрос падает с ростом цены – эластичность отри-
цательна), и продавец может всегда полностью удовлетворить эту потреб-
нось по любой допустимой цене P. Тогда выражение R = PQ = P(75 – 2P) 
определяет общую выручку этого продавца. Легко проверить, что выручка 
будет максимальна при цене, которой соответствует единичная эластич-
ность спроса. Действительно, максимум выражения P(75 – 2P) достигается 
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при P = 18,75. Чтобы показать это, заметим, что зависимость R от P парабо-
лическая и ветви параболы направлены вниз. Тогда значение цены, при ко-
торой достигается максимальная величина выручки, находится из условия ра-
венства нулю производной по P от выручки: (P(75 – 2P))' = 0 => 75 – 4P = 0 => 
P = 18,75. Однако если подставить это значение P = 18, 75 в выражение для 
эластичности спроса по цене, то получим, что  

1
275
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75,18
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PPEQE . 

Можно показать, что в сходной ситуации для произвольной функции 
спроса по цене максимум выручки будет достигаться всегда при том зна-
чении цены, при котором эластичность спроса по цене равна –1. Предпола-
гается, что соответствующие выкладки будут самостоятельно проведены 
студентом в практическом задании 2.5. 

Перечислим основные факторы, повышающие эластичность спроса по 
цене: наличие заменителей данного товара; увеличение временного про-
межутка, в рамках которого принимается решение о покупке; понижение 
ценности товара для потребителя увеличение стоимости товара в общем 
бюджете потребителя. 

Рассмотрим основные свойства другой важной экономической функ-
ции – эластичности предложения по цене. Предложение называется эла-
стичным, если его величина при изменении цены изменяется на больший 
процент, чем цена, и неэластичным – в противном случае. Неэластичное 
предложение в большей мере свойственно коротким периодам, в течение 
которых производители товара не имеют возможности отреагировать из-
менением производства на изменение уровня цен, а эластичное – длинным 
(долгосрочным) периодам, в течение которых производители обычно успе-
вают адаптироваться к изменению цены. 

8. Перекрестная ценовая эластичность спроса показывает степень изме-
нения в количестве спрашиваемого блага или товара в ответ на изменение 
в цене на другое благо или товар, замещающий или дополняющий его в 
потреблении. Перекрестная эластичность определяется по формуле:  
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где qi – величина спроса на благо i; pj – цена блага j. 
Положительная величина перекрестной эластичности соответствует 

взаимозаменяемым товарам (благам), а отрицательная – взаимодополняе-
мым. К взаимозаменяемым благам можно отнести различные молочные 
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продукты (молоко, сливки, кефир, сметана, ряженка), а к взаимодополняе-
мым – высококачественные и низкокачественные спиртные напитки. 

Показатель перекрестной эластичности используется в экономических 
исследованиях для определения того, имеется ли связь в потреблении между 
рассматриваемых товаров. Экономистам хорошо известен случай, когда 
наличие высокой положительной эластичности спроса на целлофан и другие 
мягкие упаковочные материалы помогло снять обвинение в монополизме  
с компании «Дюпон» решением Верховного суда США в 1956 г. 

Еще одним важным видом эластичности спроса является эластич-
ность спроса по доходу – отношение процентного изменения объема спроса 
к процентному изменению дохода. В этом случае полезна следующая интер-
претация: положительная эластичность спроса по доходу соответствует  
так называемым «нормальным» (или полезным) благам, закупки которых  
возрастают при возрастании дохода потребителей; при эластичности, боль-
шей единицы, темпы роста объема закупок товара превышают темпы роста  
дохода (это свойственно предметам роскоши и товарам длительного поль-
зования); нулевой эластичности соответствуют товары первой необходи-
мости (или так называемые «нейтральные блага»), объем закупок которых 
не зависит от уровня дохода; отрицательной эластичности соответствуют  
некачественные (неполноценные) блага, объем закупок которых уменьша-
ется с ростом дохода (это может быть, например, ношеная молодежная 
одежда, предлагаемая к продаже через комиссионные магазины).  

9. Эластичность в микроэкономическом анализе используется практи-
чески повсеместно. Перечислим здесь только основные направления такого 
использования: 

• анализ поведения потребителя; 
• определение ценовой политики фирмы; 
• определение стратегии фирм и деловых предприятий, максимизи-
рующей их прибыль; 

• выработка мер государственного регулирования экономики; 
• разработка структуры налогообложения; 
• прогнозирование изменений в расходах потребителей и в доходах 
из-за изменения цены благ и услуг. 

Подробнее см.: 6, 8. 
 

 
 ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Математическое моделирование – один из основных методов научно-

го исследования. Задачи математического моделирования сложных про-
цессов в общем случае не могут быть решены с помощью готовой техни-
ческой процедуры. 
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Они остаются и, по всей видимости, всегда останутся в значительной  
степени искусством. Здесь вряд ли возможны универсальные методики,  
пригодные на все случаи жизни. Но для определенных классов объектов  
удается разработать рецепты решения таких задач, и это представляется  
перспективным направлением исследований.  

Не все специалисты разделяют такое оптимистическое отношение  
к проблеме. Но, какие бы ни были перспективы, уже то, что достигнуто  
в этой области, достойно изучения и применения на практике.  
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Автор-составитель   канд. физ.-мат. наук О.Ю. Худякова 
 
 
 
 

ВВЕДЕНИЕ 

В консультационном курсе по дисциплине «Математическое моделиро-
вание экономических систем» рассматриваются вопросы наиболее трудные 
для самостоятельного изучения. 
 

1 ЧТО ОЗНАЧАЮТ ФУНКЦИИ ПОТРЕБЛЕНИЯ И СБЕРЕЖЕНИЯ  
С ТОЧКИ ЗРЕНИЯ ТЕОРИИ ДЖ.М. КЕЙНСА? 

Потребление и сбережение формируются под влиянием одних и тех 
же факторов и находятся между собой в тесной связи. Потребление – это 
способ удовлетворения текущих нужд, сбережение – основа удовлетворения 
будущих потребителей. Располагаемый доход и удовлетворение потребностей 
связанные функцией потребления. Зависимость сбережений от получаемого 
дохода составляет функцию сбережения. Обе эти функции характеризуют 
динамику соотношения расходов и отложенного спроса. Для определения 
динамики в прогнозных расчетах исчисляют склонность к потреблению  
и сбережению. 

Средняя склонность к потреблению (АРС) отражает желание семей при-
обретать товары. Она выражается отношением потребляемой части дохода 
(расходов на потребление) ко всей величине дохода: 

Y
CAPC = . 

Предельная склонность к потреблению (МРС) выражает отношение 
любого изменения в потреблении к тому изменению в величине дохода, 
которое обусловило изменение потребления: 

Y
CMPC

Δ
Δ

= . 

Величина потребительских расходов определяется уровнем дохода, 
МРС всегда будет меньше единицы, так как Y>C. Если МРС=0, то все 
приращение дохода пойдет в сбережения; если МРС=1, то все приращение 
дохода расходуется на потребление. 

Графическое представление функции потребления представлено на 
рис. 1. На оси ординат – планируемые или желаемые расходы на потребление 



3. Консультационный курс 137

(С), которыми представлен весь совокупный спрос (AD); на оси абсцисс – 
величина выпуска, или доход Y. Если бы расходы в точности соответство-
вали доходам, то это отражала бы любая точка на прямой С=Y, проведенной 
под углом 45°. В действительности график функции потребления отклоня-
ется от этой линии вниз, наклон определяется предельной склонностью  
к потреблению, например, 0,8. Функция потребления может быть записана  
как С = МРС×Y. 
 

AD 
 

C=Y 
 
 

С 
 
 
 

45° 
 

Y 
Рис. 1. Функция потребления 

Потребление, независимое от уровня дохода, называется автономным 
потреблением ( ). С его учетом функция потребления примет вид:  0C

С =  + МРС0C ×Y. 
Средняя склонность к сбережению (АРS) представляет отношение 

сбережений к доходу: 

Y
SAPS = . 

Предельная склонность к сбережению (МРS) выражает отношение 
любого изменения в сбережениях к изменению в доходах: 

Y
SMPS

Δ
Δ

= . 

График функции сбережения показывает зависимость сбережений от 
размера дохода. 

Формула функции записывается как S = –  + MPS0C ×Y.  
Следует отметить, что предельные склонности к потреблению и сбе-

режению не изменяются на краткосрочных отрезках времени, поэтому их 
рассматривают как постоянные величины на протяжении долгосрочного 
периода. 

Тождество сбережений и инвестиций обеспечивается прежде всего тем, 
что все, что частными агентами не потребляется, а направляется на хранение, 

http://www.bgsha.com/ru/academy/cit/textbooks/econom/ris341.htm
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рассматривается как инвестиции в запас. Они суммируются с инвестициями 
в основной и оборотный капиталы, хотя никакого значения для роста про-
изводства не имеют. 

Зависимость дохода и инвестиций выражается и в мультипликаторе. 
Это коэффициент, отражающий зависимость между изменением инвестиций 
и изменением величины дохода: 

I
BHПK
Δ

Δ
= . 

2 ЧТО ОЗНАЧАЕТ ПОНЯТИЕ «КЕЙНСИАНСКИЙ КРЕСТ»? 

Условия равновесия товарного рынка в краткосрочном периоде были 
исследованы Дж.М. Кейнсом в его знаменитой книге «Общая теория заня-
тости, процента и денег», вышедшей в 1936 г.  

Дж. Кейнс предложил модель, которая позволяла определить величину 
равновесного национального дохода и соответственно величину равновес-
ного объема производства, доказав, что величина совокупного выпуска опре-
деляется величиной совокупных расходов, т.е. спрос определяет предложение. 
Главной макроэкономической проблемой становился совокупный спрос. 
Эта модель получила название модели «доходы–расходы». Другое ее на-
звание – простая кейнсианская модель или «кейнсианский крест». 

Спрос на товарном рынке предъявляют все макроэкономические агенты 
(домохозяйства, фирмы, государство и иностранный сектор). Поэтому сово-
купный спрос можно определить как сумму спросов всех макроэкономиче-
ских агентов на конечные товары и услуги или сумму совокупных расходов  
в экономике: 

AD = C + I + G + , nX
где C – спрос домохозяйств на товары и услуги (потребительские расходы),  

I – спрос фирм на инвестиционные товары и услуги (инвестиционные 
расходы), G – государственные закупки товаров и услуг,  – чистый nX
экспорт разница между спросом иностранного сектора на товары и ус-
луги данной страны – экспортом, и спросом данной страны на зару-
бежные товары и услуги – импортом – (  = Ех – Im). nX

Предпосылки простой Кейнсианской модели: 
• уровень цен не меняется (что справедливо для краткосрочного перио-
да), т.е. P=const, поэтому номинальные показатели совпадают с ре-
альными; 

• ставка процента неизменна, т.е. R=const, что также правомерно для 
краткосрочного периода; 

• совокупное предложение совершенно эластично, т.е. отсутствует 
проблема ограниченности ресурсов, и производство способно удов-
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летворить любой по величине совокупный спрос, что соответствует 
горизонтальной кривой совокупного предложения; 

• ВНП=ЧНП=НД (фирмы обеспечивают такой объем выпуска, что их 
совокупный доход от продаж равен величине совокупного дохода 
домохозяйств, т.е. совокупный выпуск = совокупному доходу); 

• в экономике отсутствует корпоративный сектор, поэтому доходы 
фирм превращаются в доходы домохозяйств (коллективных доходов 
нет, все доходы только личные); 

• налоги только прямые и их платят только домохозяйства. 
Следует отметить, что Дж.М. Кейнс строил свою модель для закрытой 

экономики и исходил из предпосылки, что чистый экспорт Хn = 0, однако 
расширение ее и введение в анализ иностранного сектора (изучение откры-
той экономики) не меняет принципиальных выводов модели, но позволяет 
описать современную экономику, для которой характерна интернациона-
лизация экономических связей и которая является открытой экономикой. 

С ростом совокупного дохода увеличивается импорт, так как потреби-
тели и инвесторы увеличивают свои расходы на покупки как отечественных, 
так и импортных товаров. А экспорт из данной страны, а не зависит от дина-
мики совокупного дохода страны, ввозящей эти товары и услуги от вели-
чины ее совокупного дохода Y. Поэтому зависимость между динамикой 
совокупного дохода данной страны Y и динамикой ее чистого экспорта Х 
отрицательна, что и фиксируется знаком минус в функции чистого экспорта. 

Очевидно, что линия планируемых расходов пересечет линию, на кото-
рой реальные и планируемые расходы равны друг другу (т.е. линию Y = Е),  
в какой-то одной точке а (см. рис.2.). Приведенный чертеж получил название 
креста Кейнса. На линии Y = Е всегда соблюдается равенство фактических 
инвестиций и сбережений. В точке А, где доход равен планируемым расходам, 
достигается равенство планируемых и фактических инвестиций и сбере-
жений, т.е. устанавливается макроэкономическое равновесие. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 2. Крест Кейнса 

E (планируемые расходы) 
Y = E Y1 

E = С + I +G + Xn 
E1 

E0 

E2 

A незапланированное 
накопление запасов 

Y Y Y 

Y (доход, реальные расходы) (α
 +

 I 
+ 

G
 +

 X
n)

 

незапланированное 
сокращение запасов 

45 



Математическое моделирование экономических систем 140 

Если фактический объем производства Y превышает равновесный YQ, 
то это означает, что покупатели приобретают товаров меньше, чем фирмы 
производят, т.е. AD<AS. Нереализованная продукция принимает форму  
товарно-материальных запасов, которые возрастают. Рост запасов вынуж-
дает фирмы снижать производство и занятость, что в итоге снижает ВНП.  
Постепенно Y снижается до Y0, т.е. доход и планируемые расходы вырав-
ниваются. Соответственно достигается равновесие совокупного спроса  
и совокупного предложения (т.е. AD = AS). 

Наоборот, если фактический выпуск Y меньше равновесного Y0, то это 
означает, что фирмы производят меньше, чем покупатели готовы приобрести, 
т.е. AD>AS. Повышенный спрос удовлетворяется за счет незапланирован-
ного сокращения запасов фирм, что создает стимулы к увеличению занятости 
и выпуска. В итоге ВНП постепенно возрастает от Y до Y0 и вновь достига-
ется равновесие AD = AS. 

ЧТО ОПРЕДЕЛЯЕТ МУЛЬТИПЛИКАТОР АВТОНОМНЫХ РАСХОДОВ? 3 
Равновесный уровень выпуска Y0 может колебаться в соответствии  

с изменением величины любого компонента совокупных доходов: C, I, G 
или NX. Увеличение любого из компонентов сдвигает кривую планируемых 
расходов вверх и способствует росту равновесного уровня выпуска. 
Снижение любого из компонентов AD сопровождается спадом занятости 
и равновесного выпуска.  

Приращение любого компонента автономных расходов:  
∆A = ∆(А + I + G + NX) 

вызывает несколько большее приращение совокупного дохода благо-
даря эффекту мультипликатора. 

Мультипликатор автономных расходов – это отношение изменения 
равновесного ВНП к изменению любого компонента автономных расходов: 

m=ΔY/ΔA, 
где m – мультипликатор автономных расходов; ΔY – изменение равновесного 

ВНП; ΔA – изменение автономных расходов, независимых от динамики Y. 
Мультипликатор показывает, во сколько раз суммарный прирост 

(сокращение) совокупного дохода превосходит первоначальный прирост 
(сокращение) автономных расходов. Важно, что однократное изменение  
любого компонента автономных расходов порождает многократное из-
менение ВНП. Если, например, автономное потребление увеличивается  
на какую-то величину, то это повышает совокупные расходы и доход  
на ту же величину, что, в свою очередь, вызывает вторичный рост по-
требления (из-за увеличения дохода), но уже на величину большую, чем  
первоначальная. 
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Далее совокупные расходы и доход снова возрастают на определенную 
величину и так далее по схеме кругооборота «доходы-расходы». Возникает 
цепочка:  

∆Ca↑ ═› AD↑ ═› Y↑═› C↑═› AD↑ ═› Y↑ ═› C↑ и т.д. 
Если автономное потребление увеличивается на величину ∆Ca, то это 

увеличивает совокупные расходы и доход (Y) на ту же величину, что,  
в свою очередь, вызывает вторичный рост потребления на величину  
MPC ∆Ca. Далее совокупные расходы и доход снова возрастают на вели-
чину MPC×∆Ca и т.д. по схеме кругооборота «доходы-расходы». 

×

Из такой простой схемы понятно, что совокупный доход Y много-
кратно реагирует на первоначальный импульс, что и отражается в величи-
не мультипликатора автономных расходов. Это означает, что относительно 
небольшие изменения в величинах С, I, G или Х могут вызвать значитель-
ные изменения в уровнях занятости и выпуска. Мультипликатор, таким 
образом, является фактором экономической нестабильности, усиливающим 
колебания деловой активности, вызванные изменениями в автономных 
расходах. Поэтому одной из основных задач бюджетно-налоговой полити-
ки правительства является создание системы встроенных стабилизаторов 
экономики, которая позволила бы ослабить эффект мультипликации путем 
относительного снижения величины предельной склонности к потреблению. 
Данная проблема становится более сложной в условиях стимулированных 
инвестиций, так как в каждом следующем цикле производства из возрос-
шего совокупного дохода Y финансируются не только более высокие потре-
бительские, но и растущие инвестиционные расходы и возникает эффект 
супермультипликатора. 

4 В ЧЕМ СМЫСЛ КРИВОЙ ФИЛЛИПСА? 

Наиболее реалистическая модель совокупного спроса и предложения 
показана на рис. 3. Кривая совокупного спроса имеет понижательный наклон 
в результате воздействия богатства, процентных ставок и иностранных заку-
пок. Применительно к анализу совокупного предложения известно, что вид  
кривой на трех участках – горизонтальная на кейнсианском, восходящая  
на промежуточном и вертикальная на классическом участке – зависит от  
того, что происходит с производственными издержками при росте реаль-
ного национального производства. Точка пересечения кривых совокупного  
предложения и совокупного спроса определяет объем реального националь-
ного продукта (и занятость), с одной стороны, и уровень цен – с другой. 

На рис. 3 представлены результаты простого мысленного экспери-
мента.  
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Рис. 3. Влияние изменений совокупного спроса на реальный объем национального  
производства и уровень цен 

Предположим, что в некоторый данный промежуток времени совокуп-
ный спрос расширяется с AD0 до AD1. Такой сдвиг мог стать результатом 
изменения любой из неценовых детерминант совокупного спроса. 

Например, предприниматели могут принять решение о покупке боль-
шего количества инвестиционных товаров или правительство может решить 
увеличить свои расходы для обеспечения большего объема общественных 
товаров. Какова бы ни была причина увеличения совокупного спроса, про-
исходит рост уровня цен с P0 до P1, тогда как реальный выпуск возрастает 
с Q0 до Q1. 

Теперь сравним, что произошло бы при увеличении совокупного 
спроса на более значительную величину, скажем, с AD0 до AD3. Новое рав-
новесие достигается в точке, где и величина инфляции, и объем реального 
производства были бы больше (а уровень безработицы соответственно ни-
же). Аналогично, предположим, что совокупный спрос в данном году уве-
личился лишь незначительно – с AD0 до AD1. В этом случае, по сравнению 
с первоначально рассматривавшимся случаем сдвига от AD0 до AD2  
и инфляция, и прирост реального продукта оказываются меньше (а уровень  
безработицы – выше). Обобщение, которое можно сделать, может быть  
сформулировано следующим образом: чем выше степень прироста сово-
купного спроса, тем выше будет возникающая на этой основе инфляция  
и тем выше рост реального продукта (и меньше уровень безработицы).  
Напротив, если совокупный спрос растет замедленными темпами, то будет  
ниже вызванная этим ростом инфляция и меньше рост реального продукта  
(и выше уровень безработицы). Проще говоря, высокие темпы инфляции 
должны сопровождаться низким уровнем безработицы, и наоборот. На рис. 4 
показано, как должно выглядеть ожидаемое соотношение.  
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Рис. 4. Кривая Филлипса 

Работы экономистов в конце 50-х и 60-х гг., проведенные на основе 
эмпирических исследований, подтвердили существование этой обратной 
зависимости, которая стала известна как кривая Филлипса.  

На основе эмпирических данных подобного рода экономисты пришли 
к убеждению, что между безработицей и инфляцией существует стабильная  
и предсказуемая обратная связь. Более того, с учетом такой связи строи-
лись прогнозы национальной экономической политики.  

5 В ЧЕМ СУТЬ ЭФФЕКТА МУЛЬТИПЛИКАТОРА? 
Кейнсианский мультипликатор выражает отношение прироста дохода 

к приросту инвестиций. 
Последователи Дж.М.Кейнса – Р.Харрод, Э.Хансен. П.Самульсон, 

Дж.Хикс, Ф.Махлуп и др. – усовершенствовали его модель мультиплика-
тора исходя из условий открытости экономической системы и наличия на-
логообложения.  

Суть эффекта мультипликатора состоит в следующем: увеличение 
любого из компонентов автономных расходов приводит к увеличению нацио-
нального дохода общества, причем на величину большую, чем первона-
чальный рост расходов. Выражаясь образно, как камень, брошенный в воду, 
вызывает круги на воде, так и автономные расходы, «брошенные» в эко-
номику, вызывают цепную реакцию в виде роста дохода и занятости. 

Простейшая модель мультипликатора может быть представлена так: 
Ay a Δ⋅=Δ μ , 

где Δy – прирост национального дохода (либо валового внутреннего про-
дукта, либо валового национального продукта), ΔA – прирост авто-
номного спроса, μa – мультипликатор автономных расходов. 
Мультипликатор можно определить как коэффициент, показывающий, 

на сколько возрастет равновесный доход при увеличении автономного 
спроса. 

Механизм действия мультипликатора таков: любой дополнительный 
расход становится в экономическом кругообороте доходом тех лиц, которые 
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реализуют товары или услуги. На следующем витке экономического кру-
гооборота этот доход может вновь стать расходом, увеличивая тем самым 
совокупный спрос на товары и услуги. 

Таким образом, мультипликатор можно определить как отношение 
изменения дохода к изменению любого из компонентов автономных рас-
ходов.  

Формулу мультипликатора автономных расходов несложно вывести 
из условия макроэкономического равновесия: 

NEGyIyCy +++= )()( ; 
MPZyZEGMPIyIMPCyCy −−+++++= ; 

ZEGICMPZyMPIyMPCyy −+++=+−− ; 

( )ZEGIC
MPZMPIMPC

y −+++
+−−

=
1

1 . 

Таким образом, формулу мультипликатора можно записать как: 

MPZMPIMPSMPZMPIMPCa +−
=

+−−
=

1
1

1μ ,   (1) 

где  MPC – предельная склонность к потреблению, MPI – предельная 
склонность к инвестированию, MPZ – предельная склонность к импорту. 
Если учитывать налоги, то формула примет вид: 

MPZMPITMPCa +−−−
=

)1(1
1μ ,    (2) 

где T – уровень налогов по отношению к национальному доходу. 
Величина мультипликатора будет зависеть от «утечек» и «инъекций». 

Утечками называют денежные средства, которые выходят из кругооборота 
доходов и расходов, а инъекциями – средства, которые вступают в оборот. 
Соответственно, к утечкам относят сбережения, налоги и импорт. С ростом 
этих величин значение мультипликатора уменьшается. Инъекции компен-
сируют утечки и представляют собой инвестиции, государственные расходы 
и расходы заграницы на покупку отечественных товаров (экспорт). В рав-
новесном состоянии экономики утечки равны инъекциям. 

Мультипликационные эффекты может вызвать любой из компонентов, 
изменяющий величину автономных расходов. Формулы (1) и (2) служат 
для вычисления «сложного» мультипликатора, т.е. мультипликатора, учи-
тывающего изменение всех компонентов. Однако в экономической теории 
обычно рассматривают изменение дохода в зависимости от каждого из них. 
Поэтому можно выделить инвестиционный мультипликатор, мультипликатор 
государственных расходов, налоговый мультипликатор, мультипликатор  
сбалансированного бюджета и мультипликатор внешней торговли. Потреб-
ление и сбережения в обычных условиях достаточно стабильны, иначе  
говоря, они «пассивно» приспосабливаются к изменению уровня нацио-
нального дохода. Поэтому особую значимость эффект мультипликатора  
имеет в тех случаях, когда изменения происходят в инвестиционных или  
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государственных расходах. Это обусловлено и тем, что и те, и другие рас-
ходы могут использоваться как непосредственные рычаги влияния на объем 
национального производства, обеспечивающие экономический рост.  

Графически эффект мультипликатора можно продемонстрировать  
на модели «кейнсианский крест» (рис. 5). 

 
A2 AD  

 A1 
 

A0  
 
 
 
 
 
 

0 
 

Рис. 5. Эффект мультипликатора. Модель «кейнсианский крест» 
Наращивание любого из компонентов автономных расходов (авто-

номные инвестиции, государственные расходы, чистый экспорт) сдвигает 
точку равновесия вправо-вверх, при этом доход увеличивается на величину 
большую, чем рост автономных расходов. 

КАК ВЫГЛЯДИТ НАЛОГОВЫЙ МУЛЬТИПЛИКАТОР? 
Налоговый мультипликатор показывает изменение объема выпуска 

при увеличении налоговых сборов: 

T
y

T Δ
Δ

=μ . 

За счет роста налогов потребление уменьшается на величину . 
За счет мультипликатора инвестиций реальный выпуск сократится на  

MPCT ×Δ

MPC
MPCTMPCTI −

Δ=⋅Δ⋅
1

μ . 

Тогда налоговый мультипликатор равен: 

MPS
MPC

MPC
MPCMPC IT −=
−

−=−=
1

μμ . 

Знак «минус» перед формулой показывает, что за счет увеличения  
налогов национальный доход уменьшается. Соответственно, при уменьшении 
налоговых отчислений доход увеличивается. 

Снижение налогов для потребителей ведет к росту их доходов и соот-
ветственно к росту их расходов, что выражается в росте спроса на потре-

y y0 y1 y2 y*

6 
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бительские товары. Снижение налогов для фирм ведет к росту доходов 
предпринимателей, что стимулирует их расходы на новые инвестиции  
и ведет к росту спроса на инвестиционные товары. 

7 ЧТО ВЫРАЖАЕТ ПЕРЕКРЕСТНАЯ ЭЛАСТИЧНОСТЬ СПРОСА  
ПО ЦЕНЕ И ГДЕ ОНА ИСПОЛЬЗУЕТСЯ? 

Перекрестная эластичность спроса по цене выражает относительное 
изменение объема спроса на одно благо при изменении цены на другое 
благо при прочих равных условиях. 

Различают три вида перекрестной эластичности спроса по цене: поло-
жительную, отрицательную, нулевую. 

Положительная перекрестная эластичность спроса по цене относится 
к взаимозаменяемым товарам (товарам-субститутам). Например, масло и 
маргарин являются товарами-заменителями, они конкурируют на рынке. 
Повышение цены на маргарин, которое удешевляет масло по отношению  
к новой цене маргарина, вызывает рост спроса на масло. В результате увели-
чения спроса на масло кривая спроса на него сместится вправо, и его цена  
поднимется. Чем больше взаимозаменяемость двух благ, тем больше вели-
чина перекрестной эластичности спроса по цене. 

Отрицательная перекрестная эластичность спроса по цене относится  
к взаимодополняемым (сопутствующим, комплементарным) благам. Это  
блага, которые используются совместно. Например, обувь и гуталин явля-
ются взаимодополняемыми благами. Повышение цены на обувь вызывает 
сокращение спроса на нее, что, в свою очередь, уменьшит спрос на гуталин. 
Следовательно, при отрицательной перекрестной эластичности спроса  
с ростом цены одного блага сокращается потребление другого блага. Чем  
больше взаимодополняемость благ, тем больше будет абсолютное значение 
отрицательной перекрестной эластичности спроса по цене. 

Нулевая перекрестная эластичность спроса по цене относится к благам, 
которые не являются ни взаимозаменяемыми, ни взаимодополняемыми. 
Этот вид перекрестной эластичности спроса по цене показывает, что потреб-
ление одного блага не зависит от цены на другое. 

Значения перекрестной эластичности спроса по цене могут изменяться 
от «плюс бесконечности» до «минус бесконечности». 

Перекрестная эластичность спроса по цене применяется при осущест-
влении антимонопольной политики. Чтобы доказать, что фирма не является 
монополистом какого-то блага, она должна обосновать, что выпускаемое  
ею благо обладает положительной перекрестной эластичностью спроса  
по цене по сравнению с благом другой, конкурирующей фирмы. 

Важным фактором, обусловливающем перекрестную эластичность 
спроса по цене, являются естественные характеристики товаров, их спо-
собность к замещению друг друга в потреблении. 
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Знание перекрестной эластичности спроса по цене может использо-
ваться в планировании. Допустим, ожидается рост цен на природный газ, 
что неизбежно повысит спрос на электроэнергию, поскольку эти продукты 
являются взаимозаменяемыми в отоплении и приготовлении пищи. Пред-
положим, что перекрестная эластичность спроса по цене в долгом периоде 
составляет 0,8, в таком случае 10%-ное увеличение цены природного газа 
приведет к росту объема спроса на электроэнергию на 8%. 

Мера взаимозаменяемости благ выражается в величине показателя  
перекрестной эластичности спроса по цене. Если незначительный прирост  
цены одного блага вызывает большой прирост спроса на другое благо, то 
они являются близкими заменителями. Если незначительный рост цены 
одного блага вызывает большое сокращение спроса на другое благо, то они 
являются близкими дополняющими благами. 

Измерив перекрестную эластичность, можно определить, являются ли 
выбранные товары взаимодополняемыми или взаимозаменяемыми и соот-
ветственно как изменение цены на какой-то один вид продукции, произво-
димой фирмой, может отразиться на спросе на другие виды продукции той 
же фирмы. Такие расчеты помогают оценить решения по изменению цен 
на выпускаемую продукцию. 

8 КАКИМ ОБРАЗОМ В РАМКАХ КЕЙНСИАНСКОГО ПОДХОДА  
ОПРЕДЕЛЯЕТСЯ РАВНОВЕСНЫЙ ОБЪЕМ НАЦИОНАЛЬНОГО  
ПРОИЗВОДСТВА И ЭФФЕКТИВНЫЙ СПРОС? 

Национальная экономика будет находиться в равновесном состоянии 
только в том случае, если все планируемые расходы (совокупный спрос) 
будут равны произведенному национальному продукту (совокупное пред-
ложение). Однако к проблеме макроэкономического равновесия кейнсианцы 
подходили с иных позиций, чем это делали классики в традиционной  
модели AS–AD. Они рассматривали равновесие (и его изменение) при по-
стоянном уровне цен. 

Упрощенная модель строится на основополагающем кейнсианском 
положении, что совокупный спрос определяет уровень национального  
дохода: Y = С + I. Чтобы получить кривую совокупных плановых расходов  
(без учета внешних связей и государственного вмешательства), надо «сло-
жить» графики С и I. (Возьмем простой случай, когда нет индуцированных 
инвестиций, и график чистых инвестиций тождественен графику автономных 
инвестиций.) Пересечение этой кривой с линией, проходящей под углом  
в 45°, определит то единственное (при прочих неизменных факторах)  
состояние равновесия экономики, когда совокупные расходы равны нацио-
нальному доходу (AE=Y). 

В случае, если производимый национальный доход (например, ) ока-
жется больше равновесного уровня Ye, совокупные расходы станут отста-

1Y
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вать от выпуска ( < ), и это приведет к росту товарных запасов. Чтобы 
избавиться от него, производители начнут сокращать выпуск до уровня Ye. 
В обратной ситуации, когда произведенный национальный доход меньше  
равновесного уровня (например, ), расходы превышают текущее произ-
водство ( > ), что ведет к истощению запасов. Чтобы довести запасы 
до нормального уровня, фирмы начнут расширять выпуск до Ye. В обоих 
случаях восстановление равновесия возможно, по мнению кейнсианцев, 
без какого-либо заметного изменения сложившегося уровня цен. 

1AE 1Y

2Y

2AE 2Y

Учитывая взаимосвязь функций потребления и сбережений, можно 
определить равновесный объем национального производства в рамках 
кейнсианской модели и другим путем, сравнивая величины сбережений  
и инвестиций.  

Точка пересечения линий S и I определит равновесное состояние эконо-
мики (Ye), когда семьи планируют сберегать столько же, сколько частный 
сектор инвестировать. Именно это соответствие приводит к равенству  
национальных расходов (АЕ) и национального дохода (Y): АЕ= Y 

Если объем запланированных инвестиций меньше объема сбережений, 
то совокупный спрос окажется меньше совокупного предложения (AD<AS). 
Возникнут затоваривание и тенденция к сокращению национального дохода. 
В обратной ситуации появятся дефицитные явления и, соответственно, 
тенденция к росту национального дохода. 

Рассмотренную нами модель вполне можно интерпретировать в тер-
минах совокупного спроса (AD) и совокупного предложения (AS). Поскольку 
совокупное предложение, по крайней мере в коротком периоде, не зависит  
от уровня цен, постольку модель AS–AD может быть представлена в «кейнси-
анских» координатах (совокупные расходы АЕ, совокупный доход Y). В за-
данных координатах линия равенства расходов и доходов (под углом в 45°)  
может рассматриваться как линия национального продукта или совокупного 
предложения AS. В свою очередь, линия планируемых совокупных расходов 
по составу компонентов легко интерпретируется как линия совокупного 
спроса AD.  

Пересечение линий AS и AD определит равновесное состояние эконо-
мики в коротком периоде и величину эффективного спроса в рамках кейн-
сианской модели. По мнению Кейнса это равновесие носит устойчивый 
характер и отклонения от него в ту или иную сторону породят тенденцию 
к ликвидации разрыва между совокупным спросом и совокупным предло-
жением. Поскольку AD в данной модели отождествляется с плановыми  
совокупными расходами, а фактический спрос может отличаться от про-
гнозируемого, фирмы будут корректировать свои планы в соответствии  
с реалиями рынка. 



3. Консультационный курс 149

КАКОВА РОЛЬ ДЕНЕЖНОГО РЫНКА В МОДЕЛИ  
КЛАССИЧЕСКОГО РАВНОВЕСИЯ? 

9 

Рынок денег является наиболее сложным в макроэкономическом ана-
лизе. Представители классической школы вынуждены были признать факт, 
что не все деньги, которые индивиды получают, должны быть сразу же  
израсходованы, а возникающие сбережения должны уравновешиваться  
инвестициями. В целом равновесие на денежном рынке устанавливается  
через равенство доходов и расходов (Yd = Ys). 

Национальный доход складывается из доходов населения, которые 
идут на потребление и на сбережения: Yd = С + S. 

Объем национальных расходов можно представить как сумму расходов 
населения на потребительские товары и фирм на инвестирование:  

Ys = С + I. 
Для сохранения равновесного состояния на рынке необходимо, чтобы 

S = I. 
Люди, получая доход от различных форм деятельности, имеют возмож-

ность истратить его на необходимые для жизни средства, а остаток исполь-
зовать для сбережений. Сбережения, как правило, производятся в форме 
вклада под процент в какое-либо кредитное учреждение (банк), либо путем 
покупки ценных бумаг (акций или облигаций). В любом случае деньги 
должны «работать», т.е. приносить доход. Поэтому решающим фактором  
оказывается уровень доходности сберегаемых средств, который определя-
ется процентной ставкой. Чем выше процентная ставка, тем больше заин-
тересованность людей в сбережениях. 

Если по оси абсцисс отложить уровень сбережений и инвестиций (S, I),  
а по оси ординат – уровень процентной ставки (r), то график сбережений  
будет иметь положительный наклон, т.е. сбережения являются возрастающей 
функцией от ставки процента: S = f(r). Движение по кривой сбережений 
зависит от величины процентной ставки. Сдвиг кривой сбережений в сто-
рону увеличения или уменьшения происходит под влиянием таких факторов, 
как изменение объема производимого национального дохода, экономиче-
ской конъюнктуры рынка, ожиданий потребителей и т.д. 

Сбережения являются источником кредитных ресурсов, которые в об-
ществе реализуются через инвестиции. Предприниматель только в том 
случае будет брать кредит в банке под инвестирование, если прибыль, полу-
чаемая от данного проекта, превысит полученный кредит. Следовательно, 
чем меньше будет процентная ставка на пользование кредитными ресур-
сами, тем больше средств предприниматели будут направлять на инвести-
рование. Экономисты классической школы рассматривают инвестиции как 
убывающую функцию от процентной ставки: I = f(r). 
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Предприниматели до тех пор будут заинтересованы в использовании 
кредитов, пока предельный доход от использования инвестиций не сравня-
ется с процентной ставкой:  

dy/dI=r. 
Равновесное состояние на рынке возникает при пересечении графиков 

функции сбережения и инвестиций, когда S(r)=I(r) в точке, где устанавли-
вается . 0r

Рассмотрим, какие изменения происходят на рынке при изменении 
равновесной процентной ставки. При увеличении  до  владельцы сво-
бодных денежных средств увеличат свои сбережения, но предприниматели 
не смогут их использовать полностью, так как возникшая ставка процента 
для них слишком высока. Следовательно, финансовые институты будут 
вынуждены ее снижать до . 

0r 1r

0r
Если ставка процента снизится до , картина будет обратной: инве-

сторы готовы брать заемные средства под низкие проценты, но индивиды 
не готовы сберегать необходимое количество средств. Ставка процента  
в таком случае будет расти, пока не достигнет равновесного уровня .  

2r

0r

Таким образом, процесс саморегулирования соотношения между сбере-
жениями и инвестициями делает равновесную норму процента достаточно 
устойчивой. 

Ранее уже говорилось о дихотомии, как одной из отличительных черт 
классической теории. Несмотря на кажущуюся обособленность денежного 
рынка от реальных процессов в экономическом пространстве, чрезвычайно 
важным является установление общего уровня цен и измерение объема  
денежной массы. 

Классический подход опирается на количественную денежную теорию, 
которая основывается на следующих утверждениях: 

• покупательная способность денег, как и цены товаров, определяется 
на рынке; 

• в обращении находятся все выпущенные деньги; 
• покупательная способность денег обратно пропорциональна их коли-
честву; 

• уровень цен прямо пропорционален количеству денег. 
В количественной теории денег существует два подхода к определению 

объема денежной массы (М) и уровня цен (Р). Первый основывается на 
уравнении Фишера, второй – на уравнении Кембриджской школы. 

Уравнение обмена, сформулированное Фишером, исходит из того, что 
каждую сделку по купле-продаже товара или услуге можно записать сле-
дующим образом:  

111 qpM ⋅= , 
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где  – количество денег, необходимых для проведении данной сделки;  
 – цена покупаемого товара;  – количество единиц данного товара,  

участвующих в данной сделке.  

1M

1p 1q

Тогда все покупки, осуществляемые в данной системе, можно запи-
сать как сумму сделок: . ∑ 11qp

Если учесть тот факт, что каждая денежная единица участвует в про-
цессе обмена не один раз, и ввести понятие скорости обращения денежной 
единицы, то уравнение обмена Фишера можно представить следующим 
образом:  

MV = PY, 
где М – объем (количество) денег на рынке; V – скорость их обращения;  

Р – средневзвешенный уровень цен; Y – количество произведенных  
и реализованных благ и услуг.  
Сторонники классической теории денег считали, что в данном урав-

нении скорость денежного обращения (V) и объем производимого продукта 
(Y) являются величинами постоянными и не зависят от количества денежной 
массы (М). В таком случае общий уровень цен (Р) будет изменяться про-
порционально количеству денег (М), находящихся в обращении. 

Из этих предпосылок вытекает вертикальное положение кривой сово-
купного предложения AS. Исходя из того, что экономика находится в со-
стоянии полной занятости, изменения в уровне цен не могут влиять на 
объем производимого продукта. 

Отклонение реального уровня цен от точки равновесия Е даст избы-
точный (при цене ) или недостаточный ( ) спрос, который регулируется 
через ценовой механизм не затрагивая объем выпуска (gf). 

2p 1p

Уравнение Кембриджской школы иначе описывает взаимосвязь между 
объемами денежной массы, ценами и уровнем реального дохода: 

М = k·Р·Y, 
где М характеризует величину спроса на деньги. Коэффициент k определяет 

долю дохода индивида, которую он желает оставить в наличной (лик-
видной) форме, и рассматривается как величина, обратная скорости 
оборота денежной единицы:  

k=1/V. 
Представители Кембриджской школы при определении спроса на 

деньги исходили из предпочтения ликвидности, которое определяется  
потребностью в определенной денежной наличности для совершения теку-
щих сделок. 

Если стремление к текущим расходам среди населения и фирм будет 
высоким, то увеличится доля доходов, которая будет находиться в ликвидной 
форме, следовательно, скорость оборота денежной массы возрастет, а ко-
эффициент k уменьшится. 
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Графически спрос на деньги в классической теории представлен прямой 
зависимостью между уровнем цен и объемом денежной массы. Угол  
наклона линии спроса Мd зависит от объема производимого продукта  
в экономической системе. Объем предложения денег рассматривается как  
величина постоянная, определяемая государством. 

Представители классической теории считали, что предложение денег 
в их реальном выражении равно спросу на них Мd = Ms, a спрос, в свою 
очередь, изменяется пропорционально доходу. Уровень цен  устанавли-
вается в экономике соответственно равновесному состоянию между спросом 
и предложением денежной массы. 

0p

Из рассмотренного выше уравнения Фишера (М=kРY) при стабильности 
V следует, что величина денежной массы определяет не только уровень 
цен (р), но и объем производства (Y) в стоимостном выражении. 

ЧТО ПОНИМАЕТСЯ ПОД НЕЙТРАЛЬНЫМ НАУЧНО-ТЕХНИЧЕСКИМ  
ПРОГРЕССОМ И КАКИЕ ВИДЫ НЕЙТРАЛЬНОГО НАУЧНО-
ТЕХНИЧЕСКОГО ПРОГРЕССА РАССМАТРИВАЮТ ЭКОНОМИСТЫ? 

10 

Термин научно-технический прогресс можно интерпретировать как сово-
купность всех явлений, которые при фиксированных количествах затрачи-
ваемых производственных факторов дают возможность увеличить выпуск  
качественной, конкурентоспособной продукции. Главный подход к учету  
НТП сводится к тому, что в совокупность характеристик выпуска или затрат 
вводится время (t) как независимый производственный фактор и рассмат-
ривается преобразование во времени либо производственной функции, либо 
технологического множества.  

Говорят, что НТП является нейтральным, если он не изменяет с тече-
нием времени определенных связей между приведенными величинами.  

Рассмотрим три случая:  
1) прогресс называется нейтральным по Хиксу, если в течение времени 

остается неизменным соотношение между фондовооруженностью (x) и пре-
дельной нормой замены факторов (w / r). В частности, если w / r = const,  
то замена труда на капитал и наоборот не принесет никакой выгоды,  
и фондовооруженность x = K/L также останется постоянной. Можно пока-
зать, что в этом случае модифицированная производственная функция  
(ПФ) имеет вид: 

),()( LKftay = , 
и нейтральность по Хиксу эквивалентна влиянию НТП непосредственно  
на выпуск продукции. В рассматриваемой ситуации изокванта с течением  
времени смещается налево вниз путем преобразования подобия, т.е. оста-
ется в точности той же формы, что и в исходном положении;  

2) прогресс называется нейтральным по Харроду, если в течение рас-
сматриваемого периода времени норма банковского процента ( r ) зависит 

http://www.humanities.edu.ru/db/msg/2326#Gloss_12
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лишь от фондоотдачи ( k ), т.е. на нее не влияет НТП. Это означает, что  
предельная фондоотдача установлена на уровне нормы процента и даль-
нейшее увеличение капитала нецелесообразно. Можно показать, что такой 
тип НТП соответствует производственной функции:  

))(,( LtlKfy = , 
т.е. технический прогресс является трудосберегающим;  

3) прогресс является нейтральным по Солоу, если сохраняется неиз-
менным равенство между уровнем оплаты труда (w) и предельной произ-
водительностью труда и дальнейшее увеличение затрат труда невыгодно. 
Можно показать, что в этом случае ПФ имеет вид:  

),)(( LKtkfy = , 
т.е. НТП оказывается фондосберегающим.  

Дадим графическое представление трех типов НТП на примере линей-
ной производственной функции:  

)0,0( >>+= cbcLbKy . 
В случае нейтральности по Хиксу имеем модифицированную ПФ:  

))(( cLbKtay += , 
где a(t) возрастающая функция t. Это означает, что с течением времени 

изокванта Q (отрезок прямой АВ) смещается к началу координат парал-
лельным переносом (рис. 6.а) в положение .  11BA
В случае нейтральности по Харроду модифицированная ПФ имеет вид:  

LtclbKy )(+= , 
где l(t) – возрастающая функция.  

Очевидно, что с течением времени точка А остается на месте, и изо-
кванта смещается к началу координат при помощи поворота в положение 
AB1 (рис. 6.б).  

Для прогресса, нейтрального по Солоу, соответствующая модифици-
рованная ПФ:  

cLKtbky += )( , 
где k(t) – возрастающая функция. Изокванта смещается к началу координат, 

но точка В не сдвигается, и происходит поворот в положение A1B 
(рис. 6.в).  
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При построении моделей производства с учетом НТП в основном  
используются следующие подходы:  

а) представление об экзогенном (или автономном) техническом про-
грессе, который существует также в том случае, когда основные производ-
ственные факторы не изменяются. Частным случаем такого НТП является 
нейтральный прогресс по Хиксу, который обычно учитывается с помощью 
экспоненциального множителя, например:  

),()( LKfetay tλ= . 
Здесь λ > 0, характеризует темп НТП. Нетрудно видеть, что время  

в данном случае выступает как независимый фактор роста производства,  
однако при этом создается впечатление, что НТП происходит сам по себе,  
не требуя дополнительных затрат труда и капиталовложений;  

б) представление о техническом прогрессе, овеществленном в капитале, 
связывает рост влияний НТП с ростом капитальных вложений. Для форма-
лизации этого подхода за основу берется модель прогресса, нейтрального 
по Солоу:  

),)(( LKtkfy = , 
которая записывается в виде:  

),)(( 0 LKtkKfy Δ+= , 
где  – основные фонды на начало периода, 0K KΔ  – накопление капитала  

в течение периода, равное сумме инвестиций.  
Очевидно, что если инвестирование не производится, то KΔ  = 0,  

и увеличение выпуска продукции за счет НТП не происходит;  
в) рассмотренные выше подходы к моделированию НТП обладают 

общей чертой: прогресс выступает как заданная экзогенно величина, которая 
влияет на производительность труда или фондоотдачу и посредством этого 
сказывается на экономическом росте. Однако в долгосрочном плане НТП 
является и результатом развития, и, в значительной мере, его причиной, 
поскольку именно экономическое развитие позволяет развитым странам 
финансировать создание новых образцов техники, а затем уже пожинать 
плоды научно-технической революции. Поэтому вполне правомерен подход  
к НТП как эндогенному явлению, вызванному (индуцированному) эконо-
мическим ростом.  

Выделяются два основных направления моделирования НТП:  
1) модель индуцированного прогресса, основанная на формуле:  

))(,)(( LtlKtkfy = , 
причем предполагается, что общество может распределять предназначенные 
для НТП инвестиции между его различными направлениями. Например, 
между ростом фондоотдачи (k(t)) (улучшение качества машин) и ростом 
производительности труда (l(t)) (повышение квалификации работников) 
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или выбором наилучшего (оптимального) направления технического раз-
вития при данном объеме выделенных капитальных вложений;  

2) модель процесса обучения в ходе производства, предложенная 
К. Эрроу, основанная на наблюдаемом факте взаимного влияния роста 
производительности труда и количества новых изобретений. В ходе произ-
водства работники приобретают опыт, и время на изготовление изделия 
уменьшается, т.е. производительность труда и сам трудовой вклад зависят 
от объема производства:  

)(yL ϕ= . 
В свою очередь, рост трудового фактора, согласно производственной 

функции –  
),( LKfy =  

приводит к росту производства. В простейшем варианте модели использу-
ются формулы:  

),01(0 >>= hLyL h  
)0,0( >>= βαβα LaKy  (производственная функция Кобба–Дугласа). 

Отсюда имеем соотношение:  
βαβ
0

1 LaKy h =− , 
которое при заданных функциях K(t) и L0(t) дмонстирует более быстрый 
рост y, обусловленный отмеченным выше взаимным влиянием НТП и эко-
номического развития.  

Пусть, например: .
2
1;

3
2;

3
1

=== hβα  

Тогда рост без учета взаимного влияния описывается уравнением:  
3
2

0
3
1

LaKy = , 
а рост с учетом взаимного влияния уравнением:  

3
2

0
3
1

3
2

LaKy =    или   0
2
1

2
3

LKay = , 
т.е. оказывается существенно более быстрым.  
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